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ONSOZ

Bu kitap, fen edebiyat fakiiltelerinde okutulmakta olan Genel Topoloji dersleri i¢in
hazirlanmigtir. Kitabin igerigi, ogrencilerin topolojiye saglam bir temel olusturmalarina
yonelik olarak diizenlenmistir. Birinci boliim, topolojik uzaylar ve temel tamimlar {ize-
rine odaklanmaktadir. Topolojinin tanimi, ornekler ve onemli topolojiler bu boliimde ele
alimmigtir. Tkinei boliim ise tirev kiimeleri ve iliskili kavramlar detaylandirmakta, bir
kiimenin kapanigini, i¢ noktalarini, sinirini, yigilma ve izole noktalar1 kavramlar: tizerinde
durmaktadir. Ugiincii boliim, siirekli fonksiyonlar ve homeomorfizm kavramlari ile topolojik
dontigiimlere girig saglamaktadir. Dordiincii boliim ise mevcut topolojiden yeni topolojiler
elde etme yontemlerini, baslangic ve carpim topolojilerini incelemekte, boylece topolojik
yapilar1 anlamaya yardimci olmaktadir.



ON BILGILER

Bu bolimde kitabin anlagilabirligini arttirmak amaciyla ilk olarak kitapta gegen temel
bilgileri ve ispat yontemlerini verecegiz. Ardindan topolojinin kelime anlamini topolojinin
ve graf teorinin ¢ikig problemi kabul edilen 6rnek ve giincel ornekleri verecegiz.

Reel Sayilar

Dogal sayilar
N=1{1,2,3,4,5,...}

sayma igleminde dogal olarak ortaya gikan sayilardir ve bazen sayma sayilar1 olarak ad-
landirilirlar. Tarihsel olarak sifir, sayma sayilarindan ¢ok daha sonra tanimlandi. Sayilar,
nesneleri saymak icin kullanildi. Eger hicbir nesneniz yoksa, saymaniz gerekmez ve hicbir
seyi saymak ic¢in bir sayiya ihtiyaciniz olmaz. Dogal sayilar, sifir ile birlikte tiim rakamlarin
kiimesini olustururlar. Negatif sayilar daha sonraki donemlerde yaygin bir sekilde kul-
lanilmaya baglandi. Tiim sayilar, negatifleriyle birlikte tam sayilarin kiimesini olusturur,

gosterim olarak
Z=A...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

ile ifade edilir. Z notasyonu, ”sayilar” anlamina gelen Almanca kelime ”Zahlen”den gelir.
Tam sayilarin oranlari, bize rasyonel say1 kiimesini

@z{%:a,béZ,b#O}
verir. Q notasyonu tam sayilarin boliimlerini gostermek igin kullanlhrﬂ. Antik Yunan-
lar, pozitif tam sayilar1 ve pozitif tam sayilarin oranlarini kullanmada c¢ok yetenekliydi-
ler. Birim karenin kogegeninin uzunlugu gibi bazi sayilarin tam say1 oranlari olmadigini
kesfettiklerinde memnun olmadilar. Bu tiir sayilar irrasyonel sayilar olarak adlandirilir
ve irrasyonel sayilar Q' notasyonu ile gosterilir. Rasyonel sayilarin ve irrasyonel sayilarin
kiimesinin birlegimi reel sayilarin kiimesi R notasyonu ile gosterilir.

Hngilizce’de quotient kelimesi boliim anlamma gelir.



N={1,2,3,4,5,...}

Z={.  —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Q= %:a,bEZ,b#O}
Q={zeR : x 9:‘@}(\ M
R=QuQ

Kumeler

Varsayalim ki degerlendirmeye aldigimiz birkag nesne var ve bu nesnelerden olugsan bir
liste olusturup daha fazla inceleme yapmak istiyoruz. Degerlendirmeye alinan nesnelerin
tamami F evrensel kiimesini olugturur ve secilmis nesnelerin iyi taniml bir listesi evrensel
kiime icinde bir A kiimesini verir. Bir A kiimesine dahil edilen nesnelere A kiimesinin
elemanlaridir. Eger a, kiime A kiimesinin bir elemani ise a € A seklinde yazariz. Eger
A ve B, E evresel kiimesindeki iki kiime ise ve A kiimesinin her elemani B kiimesinin
bir eleman oluyorsa, A kiimesine B kiimesinin bir alt kiimesidir denir ve A C B olarak
gosterilir. Elemani olmayan kiime bog kiime olarak adlandirilir, () notasyonu veya { } ile
gosterilir. A, B C F olmak tizere baz1 tanimlar1 su sekilde verebiliriz.

Ifade Gosterim
A ve B kiimelerinin birlegimi AUB={x:x € Aveyaz € B}
A ve B kiimelerinin arakesiti ANB={z:x€ Avex € B}
A kiimesinin tiimleyeni E-A={rxeE:x¢ A}
A fark B kiimesi A-B={x:x€Avex ¢ B}

B kiimesinin A kiimesindeki tiimleyeni A — B = AN (E — B)

Eger A C B C U ise, o zaman U — B C U — A olur; yani daha kiigiik bir kiimenin daha
biiyiik bir tiimleyeni vardir. Iki kiime A ve B, AN B = () ise ayrik kiimelerdir. Sonlu bir A
kiimesinin eleman sayisina A kiimesinin kardinalitesi denir ve |A| ile gosterilir.

Elemanlar1 kiimeler olan bir koleksiyonu aile denir. Kiimenin elemanlar kiigiik harflerle
gosterilir, kiimeler biiytik harflerle gosterilir ve aileler biiytik kaligrafik harflerle gosterilir. A
kiimesinin tiim alt kiimelerinin koleksiyonu, A kiimesinin kuvvet kiimesi olarak adlandirilir
ve P(A) seklinde gosterilir.

Genellikle, kiimelerin bir koleksiyonu C ailesini her bir elemanina bir isim vermeye
ihtiyag duydugumuzda C = {A; : i € I} = {A;}icr seklinde yazabiliriz. Burada i bir
indeks, I indeks kiimesi ve C indekslenmis aile olarak adlandirihr. Eger C = {A; : i € I}



ise, C ailesinin birlesimi ve arakesiti

UC = UAZ' ={x:x € A;,baz1i € I i¢in},
iel
ﬂC = ﬂAi ={x:x € A;,her i € I igin}.
iel
olarak yazilir.

Eger indeks kiimesi I sonlu ise, o zaman kesigim (,.; A; sonlu kesisim olarak ad-
landirilir. Yani, sonlu bir kesigim, kiime koleksiyonunun sonlu bir kesigimidir. Eger indeks
kiimesi tizerinde hicbir kisitlama verilmemigse, keyfi bir kesisimden bahsedebiliriz. Genelde,
keyfi kesigim, sonlu veya sonsuz koleksiyonun kesigimini belirtir. Benzer terimler birlegimler
i¢in de gecerlidir.

E evrensel kiimesinin bog kiime tarafindan indekslenmis bir altkiime koleksiyonu i¢in

1ED 1ED
elde edilir. Sezgisel olarak, ne kadar ¢ok kiime kesigimi olursa kesigim o kadar kiigiiliir, bu
nedenle ne kadar az kiime kesisimi olursa, kesisim o kadar biytir; hi¢gbir kiime kesigimi
almak en biiyiik olasi kiime olan F evrensel kiimesini verir. Benzer sekilde, ne kadar az
kiime birlegimi olursa, sonuc o kadar kiiciiliir, bu nedenle hicbir kiime birlegtirme, en kiiciik
olasi kiime olan bos kiimeyi, (), verir.

Birlegimlerin veya kesisimlerin tiimleyenlerini almak icin kurallar, Ingiliz matematikci
Augustus De Morgan (1806-1871) tarafindan verilmistir. De Morgan Yasalar: olarak bilinen
esitlikler, bir kesigimin tiimleyeninin tiimleyenlerin birlesimi oldugunu ve bir birlegimin
tiimleyeninin tiimleyenlerin kesigimi oldugunu belirtir. Yani,

E-(Ai={JE-4)

i€l i€l
ve
E—-|JA=E-4)
iel el

Sikca kullanilan bagka bir ozellik, kiimelerin kapsamasi ile ilgilidir. Eger her ¢ € [

icin A; C B; ise, o zaman
iel iel iel iel
olur. Verilen A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi,
Ax B=1{(a,b):a€ Abe B}

kiimesi olarak tamimlanir; burada a, A kiimesinin bir elemanimi ve b, B kiimesinin bir
elemanini temsil eder. Eger {A; }ie;r kiimelerin bir koleksiyonu ise, koleksiyonun kartezyen

carpimi
[[4
iel

her ¢ € [ i¢in x; € A; olan tim (x;);e; vektorlerinin kiimesidir.



Mantik ve Niceleyiciler

Bir ifade, dogru ya da yanlig olan bir ciimledir. Eger S ve T ifadeleri igin, S ifadesi
T ifadesini gerektiriyorsa S = T seklinde yazilir. S = T gosterimi, S dogru oldugunda
her zaman T ifadesinin de dogru oldugu durumlarda dogrudur. Eger S = T ise, o zaman
S ifadesinin bir sonucu 7' ifadesidir. Kitapta kullanadigimiz niceleyicileri ve mantiksal
ifadeleri agsagidaki gibi verebiliriz.

v Her
3 Vardir bir
€ Ait
¢ Ait degil
= Gerek sart veya ise
= Yeter sart
& Gerek ve yeter sart veya ancak ve ancak
> Oyle ki
A Ve
Vv Veya
~ D p ifadesinin degili

Niceleyici ve mantiksal ifadeleri kullanarak matematiksel bir ifadeyi evrensel bir sekilde
ifade edebiliriz. Ornegin

7Y kiimesinin her elemani i¢in X kiimesinde f(x) = y olacak sekilde en az bir z elemam
vardir” ifadesini

VyeY,dz e X > f(x)=y

olarak yazabiliriz. Ancak ve ancak ifadesi tamimlamalarda veya bir yapiin kriterlerini
vermek i¢in kullanilabilir. Ayrica bir ifade tanimlandiginda ayni zamanda ifadenin degilide
tammlanmug olur. Ornegin R reel sayilar kiimesinde A kiimesi 50 sayisindan bityiik olan
reel sayilar ise A kiimesine ait olma tanimini

r €A < z>50

olarak verebiliriz. Bu durumda ayni zamanda A kiimesine ait olmama tanimi olan

r¢ A <= <50

kriteride verilmig olur. Simdi bu kitapta kullandigimiz bazi ispat yontemlerine kisaca
deginecegiz.
P=q <> ~q=>~p
oldugundan p = ¢ ifadesini gostermenin daha karmagik oldugu durumlarda p = ¢ ifadesi
olan ~ g =~ p ifadesini gostererek dolayl ispat yapacagiz.
Dogrudan ispat1 kullanmanin karmagik veya zor oldugu durumlarda kullandigimiz bir
yontem de ”Olmayana Ergi” ispat yontemidir. Latince sagma olana indirgeme (Reductio ad



absurdum) anlamina gelen bir iddiay1 dogru kabul ederek sagma bir sonuca varip iddianin
yanlig oldugu sonucuna ulagildigl bir mantik yontemidir.

Ornek 0.0.1 A ve B kiimeleri sonlu iki kiime olmak iizere ANB kiimesinin sonlu olacagim
olmayana ergi yontemsi ile gosterelim.

Cozum:

A ve B kumeleri sonlu olsun. Kabul edelim ki AN B kiimesi sonlu olmasin.
AN B C A olmast A kiimesinin sonlu olmast ile geligir. Kabultimiiz yanhgtir.
AN B kiimesi sonlu olmalidir.

................................................ Ifadenln degilini kabul edeceglz
:'..BII‘ geligkiye ulagtigimizda klrrnlzl . Kolaylik olmasi i¢in kabuliimiizii:
- ile yazdigimiz kabuliimiiz yanhg leIllZl ile yazacagiz :
olacaktir. Buradan kabulimitizin :

. degili dogru olacaktir. ;

Fonksiyonlar

X ve Y kiimeleri i¢in, X kiimesinden Y kiimesine bir fonksiyon, her X elemanina bir Y
eleman1 atayan bir kuraldir.

f fonksiyonunun X kiimesinden Y kiimesine bir fonksiyon oldugunu belirtmek i¢in
f:X—=>Y

seklinde yazilir. X kiimesi, fonksiyonun tanim kiimesi ve Y kiimesi, fonksiyonun gériintii(deger)
kiimesi olarak adlandirihir. f : X — Y fonksiyonu;

Goruntu kiimesinin altina

S \/ goruntu kiimesinin elemani yaz1hr

[+ isareti tanim kiimesinin:

- Tanim kiimesinin elemam : : elemanini tagir, gotiirtr, :
tamm kiimesinin altina yazﬂlr : resmeder anlamima gelir



seklinde ifade edilir.

Eger f : X — Y bir fonksiyon ise ve € X i¢in f fonksiyonunun x elemaninim
atadigr biricik Y kiimesinin elemani f(z) seklinde gosterilir ve buna f fonksiyonunun z
noktasindaki degeri veya z elemaninin f fonksiyonu altinda goriintiisii denir.

f, tanim kiimesindeki her elemana bir deger atamak zorundadir, ancak goriintii kiime-
sindeki her elemana atanan bir x elemani olmak zorunda degildir.

f(X)={f(z) : x € X} CY olarak tanimlanan kiime, f fonksiyonunun gériintiisii veya
aralig1 olarak adlandirilir.

Bir fonksiyon f : X — Y orten (stirjektif) ise, f(X) =Y olup, her y € Y i¢in, f(x) =y
olacak sekilde en az bir x € X bulunur.

Bir fonksiyon f : X — Y birebir (injektif) ise, w # =z = f(w) # f(z) veya esdeger
olarak f(w) = f(x) = w = x olmahdir. Eger f : X — Y bir bijektif fonksiyon ise, o zaman
herhangi bir y € Y i¢in, f orten oldugundan f(z) = y olacak gekilde x € X mevcuttur ve
f birebir oldugundan bir z € X igin biricik f(x) = y vardir. Boylece, f~!: Y — X mevcut
olup f~1(y) = =z esitligi ile bir fonksiyon olur. f=' : ¥ — X fonksiyonuna f : X — Y
fonksiyonunun tersi denir.

f: X — Y fonksiyonunun birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun sag
tersinin olmasidir. Eger f fonksiyonunun sag tersi var ise f fonksiyonuna sag tersinirdir
denir.

f:X — Y birebir < ff'=1Id ...(Id birim fonksiyon)

f + X — Y fonksiyonunun orten olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun sol
tersinin olmasidir. Eger f fonksiyonunun sag tersi var ise f fonksiyonuna sol tersinirdir
denir.

f:X =Y orten < f'f=1Id

f X — Y fonksiyonunun tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun sag
tersinir ve sol tersinir olmasidir.

f:X =Y tersinir < ffl'=Id AN f'f=1Id
f X — Y bir fonksiyon, A C X ve B C Y olsun. f(A) = {f(a) : a € A} kiimesine,
A kiimesinin f fonksiyonu altinda goriintiisii denir. f~Y(B) = {z € X : f(z) € B}
kiimesine, B kiimesinin fonksiyonu f altinda éngoriintiisii denir. Bir kiimenin ongoriintiisii,
f fonksiyonunun ters fonksiyonu olup olmadigina bakilmaksizin tanimlidir.

Ornek 0.0.2 X = {1,2} ve Y = {a,b,c} olmak iizere f : X — Y fonksiyonu f(a) = 1,
f(b) =2 olarak tanvmlansin. Bu durumda

e [ fonksiyonu orten olmadigindan sag tersi yoktur. Dolaipsiyla f fonksiyonunun tersi
yoktur.



o Y kimesindek: alt kimelerin ongoruntiler:

X
o 1 D) =0 7 ({a} {e}) = {1}
f{a}) = {1} 7B {c}) = {2}
2 7o) = {2} 7 {eh) =0

YY) = f{a,bc}) ={1,2} = X
olarak bulunur.

Teorem 0.0.3 f: X — Y bir fonksiyon olsun Her A;B C X ve C,D CY i¢in asagidaki
ifadeler saglanar.

o f(AUB) = f(A)U[f(B)

o f(ANDB) C f(A)N f(B)

o [ fonksiyonu birebir ise f(AN B) = f(A) N f(B)
e [(A=DB)2 f(A) - f(B)

o [ fonksiyonu birebir ise f(A — B) = f(A) — f(B)
o fFH{CUD)=fHC)U D)

o fFH(CND)=fHC)N fHD)

o fTHC-D)=f"YC)~ fHD)

o fIH(C)CC

o f fonksiyonu drten ise ff~1(C) =C

o fTf(A)2A

o [ fonksiyonu birebir ise f~1f(A) = A

Sayilabilir Kiime
Sonlu bir kiimenin elemanlarini saymak i¢in, elemanlar ile
N=1{1,23,..,n}

dogal sayilar kiimesi arasinda birebir egleme (yani, bir bijeksiyon) kurulabilir. A ve B kiime-
sinin aym kardinaliteye sahip oldugunu, |A| = | B| olarak gosteririz. Buradan A kiimesinden



B kiimesine bir bijeksiyon tanimlanabilir. A kiimesi sayilabilir sonsuz ise, dogal sayilarin
kiimesi N ile ayn1 kardinaliteye sahiptir. Yani, A kiimesi sayilabilir sonsuz olmasi i¢gin A
kiimesinden N kiimesine bir bijeksiyon f : N — A tanimlanabilmelidir. Bir kiime, yalnizca
sonlu veya sayilabilir sonsuz ise sayilabilir olarak kabul edilir. Bir kiime sayilabilir degilse,
o zaman sayilabilir kiime degildir denir.

Ornegin, {1,8,27,64,125,...} = {n® : n € N} kiimesi sayilabilir sonsuzdur, ciinkii
f:N—{1,4,9,16,25, ...} olarak tammlanan f(n) = n3 fonksiyonu bijektif olur.

Teorem 0.0.4 o Sayilabilir bir B kiimesinin her A alt kiimesi sayilabilirdir.

Eger f : A — B birebir ve B kiimesi sayilabilir ise, A kiimesi saylabilirdir.
Eger f: A — B orten ise ve A kiimesi sayilabilir ise, B kiimesi saylabilirdir.

Eger A ve B kiimeleri sayplabilir sonsuz kiimeler ise, AU B kiimesi sayilabilir son-
suzdur.

Eger A ve B kimeleri saylabilir sonsuz kiimeler ise, A X B kiimesi saylabilir son-
suzdur.

Eger { A }nen sayilabilir sonsuz A, kiimelerinin sayilabilir bir koleksiyonu ise, o

zaman |J An kiimesi saylabilir sonsuzdur.
neN

Teorem 0.0.5 Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir bir kimedir. R reel sayilar kimes:
saylabilir bir kume degildur.



Topolojinin Temelleri

Konigsberg Kopriileri Problemi, topolojinin dogmasina neden olan bir problem ola-
rak kabul edilir. Eski Prusya’daki Konigsberg kentinde Pregel irmagi, asagidaki sekilde
goriildiigii iizere bir ada ve bir yarimada olusturuyor.

Sehirdeki bu yedi kopriiyii sadece bir kez gecerek ayni noktadan basladiginiz yere geri
donebilir mi sorusu tizerine sehir sakinleri farkli noktalardan baglayarak yedi kopriiyt birer
kez ge¢meye caligtilar, ancak higbiri bagaramadi. 1735 yilinda Euler, bu gezinin imkansiz
oldugunu matematiksel olarak kanitlayan bir ¢oziim sundu. Euler’in bu ispati, 1741 yilinda
”Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis” baghg: altinda akademik bir dergide
yayinlandi. Makalenin adindan da anlasilacag: gibi, Euler uzaklik ve 6lgii kavramlarina da-
yanmayan, ancak konumlarla ilgili olan yeni bir geometri tiiriiniin potansiyelini kavramistu.
Bu nedenle, bazilarina gore bu durum, topolojinin baglangicin olarak kabul edilmektedir.

Topoloji kelimesi, Yunanca "topos” (yiizey veya yer) ve "logos” (bilim) kelimelerinin
birlegsiminden tiiretilmigtir.

Topoloji = Topos + Logos
yerler lojik, bilim
(topografya gibi) (biyoloji gibi)

Topolojinin temel amaci, uzaylar1 veya sekilleri incelemek ve bu uzaylarin stirekli defor-
masyonlar (homeomorfizmalar) altinda hangi 6zelliklerinin korundugunu belirlemek ve bu
uzaylar1 siniflandirmaktir. Homeomorfizm, bir uzayin digerine siirekli bir gsekilde dontigebilmesi
anlamina gelir Biitkme, germe,uzatma gibi ancak yirtma, yapistirma vb. degil. Uzaylarin
temel topolojik ozellikleri ancak bu dontigiimler altinda korunur.



# %A - :A
Geometrik olarak esit degiller Topolojik olarak es yapilar
Bir metroya bindigimizde duraklarin sirasini gosteren
A B C D B F G H
° o ° ° ® ® ° °

seklinde duraklarin isminin sirayla yazili oldugu bir harita goriirtiz. Bu harita duraklarin
siras1 korunarak yapilmig ve ardigik her durak arasi mesafe egit olarak alinmigtir. Duraklar
arasi gercek uzakliktanda anlagilacag: iizere uzaklik bir topolojik ozellik degildir. Siirekli
dontigiim bu bilgiyi ihmal etti ancak hala bize seyahatimize devam edebilmemiz i¢in gerekli
bilgiye sahip.

Euler Karakteristigi

Euler karakteristigi y, bir yiizeyin boliinmesinin bir alt boliimiiniin asagidaki formiil
kullanilarak hesaplanmasidir
x=V-E+F
Bu formiilde:
- V, boliimiin igindeki koge noktalarin (vertex) sayisini temsil eder.
- E, yiizeyin i¢indeki kenarlarin (edge) sayisini temsil eder.

- F, yiizeyin i¢indeki yiizeylerin (face) sayisini temsil eder.

TN

Kenar

TN

\) Kose nokta

Euler karakteristigi, bir topolojik bir degiskendir, yani yiizey nasil boliinmiig veya
daha kiiciik bolgelere ayrilmig olursa olsun, bu formiil aymi kalir. Bu formiil, topoloji




alaninda temel bir kavramdir ve ylizeylerin ve diger topolojik uzaylarin ozelliklerini ve
siniflandirilmasini incelemek icin kullanilir. Bu formiil, ytlizeyin topolojisi hakkinda 6énemli
bilgiler saglayan koge, kenar ve yiizey sayilar1 arasindaki iligkiyi agiklar.

Euler, herhangi bir ¢okyiizliide, koselerin sayisi1 V' ile yiizeylerin sayisinin F', kenarlarin
sayisindan F iki fazla oldugunu gozlemledi. Diger bir deyisle, Euler’in g¢okyiizliiler icin
formiilii

V_—E+F=2

seklindedir. Euler karakteristigi kavrami, 3 boyutlu yiizeyleri ve daha yiiksek boyutlardaki
yuzeyleri inceleme olanag1 saglayan cok faydali bir topolojik ara¢ haline gelmigtir.

Ornek 0.0.6 V = {V1, Vo, V3, Vi, Vs, Vis} koyleri, E = {ey, ea, €3, €4, €5, €5, €7, €8} birbiri ile
kesismeyecek sekilde kiyler arasindaki yollar ve F = {Fy, Fy, F3, Fy} yollarn arasinda
kalan tarlalar: temsil etmek tizere asagidaki sekili goz onune alalim.

Vi

€6

yollarin disinda
Iy kalan tarla Fy

Vi

Burada;
V =6 (Kdy saysi)
E =8 (Koyler arast yollarin sayisi)
F =4 yollarin sinirladige tarlalarin sayist

oldugundan

V-E+F=6-8+4=2

olarak bulunur. Herhangi sayida koy,yol ve tarla icin yollar kesismeyecek sekilde her zaman
V—E+F = 2 olacaktir(deneyiniz ?. Simdi koyler arasindaki yollar bir dongi olusturmayacak
sekilde yani her koye gitmenin sadece bir yolun oldugu bir alt sistem cizelim.

2Bu kitapta #* simgesi okuyucaya aligtirma olarak birakilmigtir anlamida kullanilacaktir.



€L1

V,

Kwrmaze yollar ile ¢izdigimiz yent sistemimizin koy sayise Vi, ik sistemimizdeki koy
sayisina esittir.

Ve =V

Sekillere baktigimizda ilk sistemimiz ile ikinci sistemimiz arasindaki yol sayisy farks
3 olarak gorilir. Ama genel bir ifade yazarak genel bir ¢ozim bulmak istiyoruz. Dik-
kat edilirse kirmazi sistemde olmayan her bir siyah yol ¢izilmesi durumunda bir tarla
olusturacaktir. Burada yollarim disinda kalan tarla harig. Oyleyse genel olarak

E=Eg+(F-1)

yazabiliriz. Kirmazie yollarn oldugu sistemde her koye bir sekilde gidilebildiginden yollarin

Say1st
Er=V—-1

olur. Bu bilgiler: bir arada kullandigimizda
E = FEgx+ (F — 1)
= (V-1)+(F-1)
= V+F-=2
= V-FE+F=2

olarak bulunur.

Ornek 0.0.7 Diizgiin besgen ve diizgiin altigenlerden olusan futbol topunda kag tane besgen
ve altigen oldugunu euler karakteristigi yardima ile bulalim.

Ispat. Futbol topunda B tane besgen (siyah alan) ve A tane altigen (beyaz alan) olsun.
Bir beggende 5 tane altigende 6 tane nokta olacagindan futbol topundaki nokta sayisini ilk



olarak 5B + 6A olarak diisiinebiliriz. Ancak burada kesisimde olan noktalar1 bir defadan

fazla saymig oluruz.
——
’ Al . A4
Asm

Her bir nokta 3 alana temas ettiginden 5B + 6A toplaminda her bir noktay1 3 kez saymig
oluruz. Benzer sekilde Her bir kenar iki alana temas ettiginde 5B + 6 A kenar toplaminda
her kenar 2 kez sayilmig olur. Buradan

V:5B;_6A E:5B—2|—6A

olur. B tane beggen ve A tane altigen oldugundan alanlarin toplami
F=A+B

olur. Buradan,
2 = V—-FE+F

5B+6A bHB+6A

= 3 5 +A+B
~ 10B+12A—-15B - 18A+6A + 6B
B 6
B
G
olacagindan B = 12 bulunur.
5B + 6A
V= —5

egitliginde V = 60 ve B = 12 igin A = 20 olur. Sonug olarak sekildeki gibi diizgiin besgen
ve diizgiin altigenlerden olusan futbol topunda 12 tane beggen ve 20 tane altigen vardir. O

Ornek 0.0.8 Bir Cy fulleren molekili

S

3
()

Ty

‘l
\\

53



bir futbol topu ile ayni sayrda besgen ve altigen icermektedir. Sadece besgenlerden olusan

bir Cog molekiili icin

kac¢ tane besgenden olustugu Euler karakteristigi kullanilarak hesaplanabilir. 4



Bolum 1

TOPOLOJIK UZAYLAR

Matematikte, ”"limitler”, ”siireklilik”, ” baglantililik” | "kompaktlik” gibi cogu 6nemli kav-
ram, "acik kiimeler” kavramiyla aciklanabilir ve analizin bir¢gok onemli teoremi yalnizca
agik kiimelerin 6zellikleri kullanilarak kanitlanabilir. Bu durum, Felix Hausdorff’un (1914)
acik kiimelerin temel o6zelliklerini soyutlayarak ve metrik kavramindan bagimsiz olarak bu
kavramlar hakkinda uygun bir kavrami tanitmasina yol agmigtir.

1.1 Topoloji Tanimi ve Ornekler

Tanim 1.1.1 X bos kiimeden farkl bir kime ve 7 ailesi P (X) kuvvet kimesinin bir alt
kiimesi olmak tizere eger T ailesi;

Tl. @, Xer
Ts. 7 ailesine ait herhangi sayida elemanlarin birlesimi T ailesine aittir.
T3. 7 ailesine ait sonlu sayrda elemanlarin kesistmi T ailesine aittir.

sartlar saglanwyorsa T ailesine X kiimesi tzerinde bir topoloji veya (X, T) ikilisine
topolojik uwzay denir. T ailesinin elemanlarina T topolojisine gore agik kiume denir.
Yukaridaki sartlar agiklar aksiyomlary olarak bilinir.

Uyar: 1.1.2 Sonlu bir I ailesinin arakesit ozelligini gostermek i¢in, bu ailede bulunan ki
kiimenin arakesitinin bu ailede oldugunu gostermek yeterlidir. Yani, A ve B herhangi iki
kiime olmak tizere, A ve B kumelerinin arakesiti de bu ailede yer almalidr.

Bdylece, bu aileden alinacak sonlu sayida kiimenin arakesiti, timevarim (indiksiyon)
yontemiyle elde edilebilir. Oncelikle, ki kiimenin arakesitinin bu ailede oldugunu géste-
rerek baslayabiliriz. Sonra, bu ki kime ile baska bir kimenin arakesitinin de bu ailede
oldugunu gosterebiliriz. Bu sekilde devam ederek sonlu sayida kiimenin arakesitinin bu
ailede oldugunu kanatlayabiliriz.

17



Bostan farkli bir X kiimesi tizerindeki
T ailesini;
Ti. Bos kiime ve X kiimesini igeren,
T5. I herhangi bir indis ailesi olmak tizere
Vi eI, A et :>UAZ-
iel
acik kiimelerin herhangi birle§irrelini igeren,
T3. Az ,AjET:>AZ‘ ﬁAjGT
acik kiimelerin sonlu kesigimini igeren,
bir torba olarak diigtinebiliriz.

Uzerinde bir 7 topolojik yapisi olan X kiimesine topolojik bir uzay denir. X kiime-
sinin elemanlar1 nokta olarak adlandirilir ve 7 ailesinin elemanlar1 acik kiimeler olarak
adlandirihir. Genel olarak, bir topolojik uzay (X, 7) olarak gosterilir. Ancak, her seferinde
X kiimesi i¢in 7 topolojisini belirtmek yerine genellikle ” X topolojik uzay1” veya daha kisa
bir gekilde ” X uzay1” ifadesi kullanilir.

Tanim 1.1.3 X topolojik uzayinda bir F' C X kimesinin timleyeni agik kime ise F'
kiimesine X uzayinda kapaly kiime denir.

De Morgan kurallar1 kullanilarak herhangi bir topolojik uzayda kapali kiimelerin,
kapalilar aksiyomlar: olarak bilinen, agagidaki ozelliklerini verebiliriz.

Onerme 1.1.4 X bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,
T]. X ve O kapalv kimelerdir;
T5. Sonlu sayida kapaly kiimenin birlesimi kapaly bir kimedir;

T;. Kapaly kiimelerin herhangi bir ailesinin kesisimi kapale bir kimedir.

Uyar1 1.1.5 Bostan farkh bir X kumesi tizerinde T ailesi Ty ve T3 sartlarini saglandiginda,
Ty sartindan

UAZ- =0er
i€l

ve Ty sartindan
ﬂAi =Xer
€0

yazilabileceqinden T sarti elde edilebilir.

Ornek 1.1.6 X = {a,b,c} olmak tizere asaqida verilen T ailelerinden hangilerinin X
kiimesi tizerinde bir topoloji belirttigini inceleyelim.



m ={0, X, {a},{b} ,{a,b}}
= {0, X, {b}}

73 ={0, X, {a} , {c}}

7 ={0, X, {a, b}, {b,c}}

71 ve Ty aileleri agiklar aksiyomlarine sagladige icin X kimesi tizerinde birer topoloji belir-
tirler.
73 ailesi igin {a}, {c} € 13 ancak

{a}u{c} ={a,c; ¢

oldugundan Ty sart saglanmaz. 74 ailesi i¢in {a, b}, {b,c} € 74 ancak

{a,b} N {b,c} ={b} ¢ m

oldugundan T5 sarty saglanmaz. Sonug olarak T3 ve 14 aileleri X kimest tuzerinde topoloji
belirtmez.

Not. Birden fazla eleman igeren bir X kiimesi iizerinde birbirinden farkli topolojiler
tammlabilir. Ornegin X = {a,b} kiimesi iizerinde 4 tane farkli, X = {a,b,c} kiimesi
tizerinde 29 tane farkli topoloji tanimlanabilir. n elemanli bir kiime tizerindeki topoloji
sayisini bulmak i¢in genellegtirilmig bir formtl bulunmamaktadir.

O
X  Kimesinin  Eleman
Sayisi 1 9 3 4 5 6 . n
X kiimesi tizerinde
tammlgpabﬂecek farkh 1 4 929 355 6942 209527 ?
Topoloji sayisi

Ornek 1.1.7 X herhangt bir kime olmak tizere i¢in X kimesinin tum alt kimelerinin
ailesi P(X), X kiimesi tizerinde bir topoloji belirtir ve bu topolojiye ayrik topoloji denir;
(X, P(X)) ¢iftine ayrik uzay denir. T = {0, X'} ailesi de X kimesi tuzerinde bir topoloji
belirtir ve bu topolojiye kaba topoloji ya da ayrik olmayan topoloji denir; (X, {0, X})
ciftine kaba uzay ya da ayrik olmayan uzay denir.

Uyar1 1.1.8 (X, 1) topolojik uzayinda her tek nokta kimesi a¢ik kime ise her kiime tek
nokta kumelerinin birlesimi olarak yazilabileceginden a¢iklar aksiyomunun Ty sartindan her
kiime a¢ik kiime olacagindan (X, T) topolojik uzay: ayrik uzay olur.

(X, 7) ayrik uzay <= Ve € X, {z} €1



Ornek 1.1.9 X sonlu bir kiime olmak iizere (X, 7) topolojik uzayinda tek elemanly her alt
kiime kapaly kiime oluyorsa (X, ) uzayr ayrik uzaydor.

X sonlu A Vo € X, {z} € 7" = (X,7) ayrik uzay

Coziim: X sonlu bir kiime oldugundan X = {ay, ay, ..., a, } seklinde yazabiliriz. Her n € N
i¢in {a,} € 7" ve kapali kiimelerin sonlu birlegimi kapal kiime olacagindan.

{a} = {as,as, ...,an} = {as} U {as} U ... U {a,} € 7*

elde ederiz. {a;} kiimesinin tiimleyeni kapali kiime oldugundan {a;} kiimesi acik kiime
olur. Benzer sekilde Her n € N igin {a,} € 7 olur. Her tek nokta kiimesi agik oldugundan

7 =P (X) bulunur. O
Ornek 1.1.10 X = {a,b} olmak iizere, ayrmk ve kaba topologilerin yani sira X kiimesi
tizerinde

T = {Q)v X, {a}}
ve

7 =40, X,{b}}

olmak 1izere iki farkl topoloji tanimlanabilir. Bu topologilerden biriyle birlikte (11 veya T2)
X kimesine Sterpinski uzayr denir.

Uyar1 1.1.11 Bir X kumest tuzerinde birden fazla topoloji tanimlanmast durumunda agik
kiimeleri karstirmamak i¢in T topolojisine ait a¢ik kimeye T-agtk kume denir. Omegum
bir onceki ornegimizde {a} kiimesi T -a¢ik kiimedir ancak mo-a¢ik kime degildir. Genelde
X kiimest tizerinde sabit bir topolojiden bahsediyorsak (X, T) topolojik uzayr yerine kisaca
X topolojik uzayr ve

o X wuzayndaki acik kiimeler = 1 ailesinin elemanlar:
o X wuzaywndaki kapaly kimeler = 17 ailesinin elemanlarinin timleyenlers

olarak bahsedecegiz.

Bir kiimenin kapali olmasi, tiimleyeninin ac¢ik olmasiyla tanimlanir. Kapali olmayan bir
kiime agik kiimedir veya acik olmayan kiime kapali kiimedir seklinde bir ¢ikarim yapilmasi
dogru bir yaklagim degildir. Ayrica bir kiime hem agik hem kapali kiime olabilecegi gibi ne
acik ne de kapali kiime olabilir. Simdi bu durumlar: bir 6rnek ile agiklayalim.

Ornek 1.1.12 X = {a,b,c,d} kiimesi tizerinde

r=10,X,{a},{a,b},{c},{a,c},{a,b,c}, {c, d},{a,c, d}}

ailest bir topoloji belirtir.



e {a} kiimesi T ailesine ait oldugundan a¢ik kiimedir. {a} kimesinin timleyeni {b, ¢, d}
kiimesi T ailesinde mevcut olmadigindan {a} kiimesi kapaly kime degildir.

o {b} kiimesi T ailesinde mevcut olmadigindan a¢ik kiime degildir. {b} kiimesinin timle-
yeni {a, c,d} kimesi T ailesine aittir. Timleyeni agik kime oldugundan {b} kimesi
kapaly kumedir.

e {a,b} kimesi T ailesine ait oldugundan a¢ik kiimedir. {a,b} kimesinin timleyeni
{c,d} kiimesi T ailesine ait oldugundan {a,b} kiimesi kapale kiimedir. Sonu¢ olarak
{a,b} kiimesi hem a¢ik hem de kapaly kimedir.

e {b,c} kiimesi T ailesinde mevcut olmadigindan agik kime degildir. {b,c} kimesinin
timleyeni {a,d} kiimesi T ailesinde mevcut olmadigindan, {b,c} kimesi kapal kiime
degildir. Sonug olarak {b,c} kimesi ne agik ne de kapalr kiimedir.

Uyar1 1.1.13 e Bir (X, 7) topolojik uzayinda biitin kapaly alt kiimelerden olusan aile
7t olmak tizere T ailesinden Tt ailesine birebir bir esleme mimkindir. Yani uzaydaki
her agik A kiimesine karsihik bir tek X — A kapalr kimesi vardar.

o Bir X kumest uzerinde birden fazla topoloji tanimlanmast durumunda kapaly kiimeleri
karistirmamak i¢in T topolojisine gore kapali olan kumeye T-kapaly kiime denir.

Bir onceki ornegimizi kapali kiimelerin ailesini kullanarak tekrar inceleyelim.

Ornek 1.1.14 X = {a,b,c,d} kiimesi tizerinde

7 =10,X,{a},{a,b},{c},{a,c},{a,b,c},{c, d},{a,c, d}}

ailesi bir topoloji belirtir. A¢ik kiimelerin timleyenleri ile

=10, X,{b,c,d},{c,d},{a,b,d},{b,d},{d},{a,b}, {b}}

ailesini olusturabiliriz. Bu ornekte, T ailesindeki elemanlar acik kiimeleri, T ailesindeki
elemanlar ise kapali kimeleri ifade eder. Her iki ailede de bulunan kiumeler ise hem ac¢ik
hem de kapalv kiimelerdir. Ayrica, her iki ailede bulunmayan kimeler ise ne ac¢ik ne de
kapaly kumelerdar.

Ornek 1.1.15 X birden fazla eleman iceren bir kiime olmak tzere (X, P (X)) ayrik uzaym
diginelim. A C X i¢in A € P (X) olur. A kiimesinin timleyeni X — A C X oldugundan
X — A e P (X) olur. Timleyeni agik kime oldugundan A kiimesi kapaly kiime olur.

(X, 7) ayrik uzay & VAC X, AeToVAC X, Aer!



Ornek 1.1.16 X = {a,b,c,d} olmak iizere

T =1{0,X,{a,c},{b,d}}

ailesi X kiumesi uzerinde bir topoloji belirtir. Buradan

'={X,0,{b,d},{a,c}}
ailesini yazabiliriz. Dikkat edilirse verilen topolojik uzayda her acik kime ayni zamanda

kapaly kiime olur. Ancak her alt kime ac¢ik olmadigindan bu uzay ayrik uzay degildir.

Sonug 1.1.17 Bir (X, 1) topolojik uzayinda her a¢ik kiime ayni zamanda kapalr kiime
olmasiy (X, T) topolojik uzayimin ayrik uzay olmasim gerektirmez.

Ornek 1.1.18 N dogal sayilar kimesi uzerinde, her n dogal sayisi i¢in
E,={nn+1n+2n+3, ..}
olmak tizere
™ =1{0,E, CN:VneN}
seklinde tanimlanan vy ailest N tzerinde bir topoloji belirtir.
Cozim:

Ti. 0, N € 7y oldugunu gostermeliyiz. Tanimdan () € 7y oldugu aciktir. n = 1 € N icin
E, ={1,2,3,...} = N C N oldugundan E; = N € 7y elde edilir.
T5. I sonlu ya da sonsuz bir indis ailesi olmak tizere E; € 7y i¢in |JE; € 7y oldugunu
el
gostermeliyiz. min I = {k} olsun. Buradan,

UE = Ex

el
= {kk+1,k+2 ..} CN

= UEz € TN
i€l

elde edilir.

Ts. E,,, E, € 7 olsun. E,, N E, € 1y oldugunu gostermeliyiz. m,n € N ve m # n
olsun.

m<n=F,NE,=FE,emn=FE,NE, €y

m>n=FE,NE,=FE, €w~=FE,NE, €N

elde edilir. Sonug olarak (N, 7y) bir topolojik uzay olur. O



Ornek 1.1.19 Bir X kiimesi iizerinde

Tsontu ={A C X : A=0 ya da X — A sonlu}
ailesi bir topoloji belirtir.

Cozum: 7,,,, ailesinin aciklar aksiyomlarini sagladigini gosterelim.

Ty. Tammmdan () € 7,0, oldugu aciktir. X — X = () olup @) sonlu oldugundan X € T,onin
elde edilir.
Ty. I herhangi bir indis ailesi olmak tlizere A; € Tooniy i¢in | JA; € Teoniu oldugunu
i€l
gosterelim. Bir j € I i¢in A; C [JA; oldugundan

i€l
A,c A = X-UAicX -4 (ACB=X-BCX-A4)
icl iel
= X — [JA; sonlu . (Aj € Tyoniu = X — A;j sonlu)
iel
= UAZ € Tsonlu

icl
elde edilir.

T5. A1, Ay € Teoniu Olsun. Ay N Ay € Tyoniu oldugunu gostermeliyiz. Ay € Tyoniu Ve
Ag € Tyoniu 0ldugundan X — A; ve X — A, kiimeleri sonlu olur. Sonlu iki kiimenin birlesimi
sonlu olacagindan (X — A;) U (X — Ag) kiimesi sonlu olur. Ayrica De Morgan kuralindan

esitligi yazilabilir. Esitligin sol tarafi sonlu oldugunda egitligin sag tarafi da sonlu olacaktir.
X — (A; N Ay) kiimesi sonlu oldugundan A; N Ay € Teon, elde ederiz.

Ay, Az € Toontw = A1 € Tsontu N A2 € Tsoniu
= X —A;sonlu A X — A, sonlu
= (X —A;)U(X — Ay) sonlu
= X — (A; N Ay) sonlu (X =AU (X —A) =X — (AN Ay)

= Al N A2 € Tsonlu

Sonug olarak (X, Tseni) bir topolojik uzay olur. O

Tanim 1.1.20 (X, Tyoni) topolojik uzayina X kimesi tzerindeki sonlu tiimleyen topo-
lojist denir.



Tanim 1.1.21 Bir X kumes: tzerinde
Tsaygavitir = {A C X 1 A=10 ya da X — A sayplabilir}

ailesi bir topoloji belirtir.4"
Bu topolojiye X kumest tuizerindeki sayilabilir tiimleyen topolojisi denir.

Uyar1 1.1.22 X kimesinin sonlu (saylabilir) olmasy durumunda her A C X kiimesi i¢in
X —A C X sonlu (saylabilir) bir kime olacagindan X kiimesi tizerindeki sonlu (sayulabilir)
tumleyen topolojisi uzay ayrik uzay olur.

Ornek 1.1.23 X £ 0 ve a € X olmak iizere
T={ACX:A=0yada a€ A}
ailesi X kimesi uzerinde bir topoloji belirtir.

Coziim:
Ty. Tanimdan () € 7 olur. Ayrica a € X C X oldugundan X € 7 elde edilir.
Ty. I herhangi bir indis ailesi olmak tizere A; € 7 alahm. (JA; € 7 oldugunu goster-
i€l
meliyiz.

Viel,A;er = Viel,ac€ A

= anAi ...(HjE],aEAiéaGUAj)

iel iel

= UAiET

i€l
T;. A, B € 7 olmak tizere AN B € 7 oldugunu gostermeliyiz.
ABer = ac€A N a€B

= g€ ANB
= ANBerT

Sonug olarak (X, 7) bir topolojik uzay olur. O

Teorem 1.1.24 X # () ve I herhangi bir indis ailesi olmak tizere X kiimesi tizerindeki
topologilerin ailesi (7;);er olsun. Bu durumda

Ak
iel

ailesi X kimesi uzerinde bir topoloji belirtir.



ispat. ()7 ailesinin agiklar aksiyomunu sagladigini gosterelim.
iel
T,. Her i € I icin 7; aileleri X kiimesi tizerinde topoloji olduklarindan (), X € 7; olur.

Viel icm),Xer, = 0,X € ﬂﬂ'
iel
elde edilir.

T5. J herhangi bir indis ailesi olmak tizere her j € J i¢in A; € () 7; olsun.

el
UA] S ﬂTi
jeJ iel
oldugunu gostermeliyiz.
VieJAje N\ = 3iel,Ajemn
iel
= UA4,en ..(Vie I,(X, ;) topoloji)
jeJ
= UAjE ﬂTi (VZGI)
j€J iel

T3. A1, As € (7 alahm. A; N As € (7 oldugunu gostermeliyiz.
i€l i€l

Al,AQEﬂTZ’ = ViEI, A1€Ti /\AQGTZ'
el

= Viel,AiNAy e ..(\Viel, (X,n) topoloji)
= AlﬂAgenTi

i€l

Sonug olarak (X, (7;) bir topolojik uzay olur. O
icl

Ornek 1.1.25 X = {a,b,c,d} olmak tizere,

T = {®a X7 {CL}}
Ty = {®7X7 {C}}
T1Umy = {@, X, {CL}, {C}}
ailelerini inceleyelim. T ve 1o aileleri X kiimesi tizerinde birer topolojji belirtirler. Ancak
{a},{c} € m Um icin
{a} U {C} ¢ T1 UTQ

oldugundan 11 U Ty ailesi X kiimesi tizerinde bir topoloji belirtmez.



Sonug 1.1.26 Bir X kiimesi tizerinde birden fazla topoloji bulunmas: durumunda, X kiimesi
tzerindeki topolojilerin herhangi arakesiti yine X kiimesi tizerinde bir topoloji belirtir. An-
cak bir onceki ornekte gordugumaz uzere bir X kumesi tizerindeki topologilerin birlesimi X
kiimesi tizerinde bir topologi olmayabilir.

Teorem 1.1.27 (X, 1) bir topolojik uzay A, K C X ve A € 7, K € 7" olsun. Bu durumda,

1. A — K kiimest agik kiimedir.
1t. K — A kiimesi kapali kiimedir.
ispat. 1. A, K C X alt kiimeleri icin
Q/(< Q/(<
A-K=ANn(X-K)
yazabiliriz. Kapali bir kiimenin tiimleyeni acik kiime olacagindan K € 7t icin X — K € 7
agik kiime olur. Agik kiimelerin sonlu kesigimi acik olacagindan A N (X — K) € 7 olur.
11. Benzer sekilde
<R
Z 2
K—-A=Kn((X=A4)

esitliginden K — A kiimesi kapali bir kiime olur. O

Tanim 1.1.28 Bir topolojik uzayda agik kimelerin saylabilir arakesiti olarak ifade edile-
bilen kimeye Gs-ktimest denir.

(X,7), AC X, A kilmesi Gs- kiimesi < A = ﬂBl- oVi € I, B; € 7 ve I sayplabilir kiime
iel

Tanim 1.1.29 Bir topolojik uzayda kapalr kimelerin sayilabilir birlesimi olarak ifade edi-

lebilen kimeye F,-kiimest denair.

(X,7), AC X, A kimesi F,- kiimesi < A = UBi 5Vi € I, B; € 7 ve I saylabilir kiime
il

Uyar1 1.1.30 Bir G5 (F,) kiimesi a¢ik (kapali) kiime olmayabilir. Gs (F,) kiimesinin a¢ik

(kapalr) kime olmadige drnekleri R dizerindediki topolojileri inceledikten sonra verecegiz.

1.2 R Uzerinde Baz1 Onemli Topolojiler

Metrik uzaymn tanimini vermeden, bu bolimde klasik analizin bazi temel sonuclarini
verecegiz; bu sonucglar, metrik uzay kavraminin ortaya ¢ikmasini ve soyut bir ortamda
sistematik olarak incelenmesini motive etmistir. Metrik uzaylarla ilgili cogu kavram, gergel
sayilar kiimesinin, R, geometrik fikirleri tizerinden dogmustur. Bu nedenle, matematikte,
ozellikle cebir, geometri ve analizde 6nemli bir rol oynayan R reel sayilar kiimesindeki agik
kiimeleri, kapali kiimeleri ve fonksiyonlarin siirekliligini incelemek gerekli hale gelmistir.



1.2.1 (R,U), Reel Sayilarin Alisilmig Uzay:

Bu bolimde R iizerindeki aligilmig uzayda acik kiimeleri inceleyecegiz. R tizerinde 7 <”

bilinen (dogal) bir siralama olsun. Genellikle a < b olmak tizere a,b € R i¢in |a, b[ agik bir

araligl, [a, b] ise kapali bir aralig1 gosterecegiz.

la,b) ={z € R: a<az<b}
kapali aralik

la,b[={z €R: a<z<b}
acik aralik
la,b] ={z € R: a <z <b}
soldan acgik sagdan kapali yar: agik
[a,b[={z €R: a <z <b}
soldan kapal1 sagdan acik yar1 agik
| —o0,al={x eR: z<a} ,]byoo[={z €eR: b<z}
sonsuz acik araliklar
| —oc0,a]l ={x €eR: x<a} ,boo[={r €¢R: bz}

sonsuz kapal araliklar

@rj @OJ\ 20 =0 0 =0
wb] 0‘(1 O <0 SO SN6)

Tamm 1.2.1 R kiimesi tizerinde Oklidyen mesafe d(x,y), her z,y € R icin
(z,y) = |z =y
olarak tamimlanwr. Burada |x — y| degeri, x —y reel sayisinin mutlak degerini gosterir.

d: RxR —» R
(r,y) = |z —y|

fonksiyonuna éklidyen metrik veya standart (alisilmas) metrik denir.

Tanim 1.2.2 R reel sayilarin bir X alt kimesinin her x € X noktasi i¢in x €]a,b[C X
olacak sekilde a < b olmak tzere a,b € R noktalar: varsa, X alt kiimesine reel sayilarin

alisilmas uzayina gore acik kume denir.

X C R agik kiime <= Vx € X,3 |a,b[CR > z €]a,b/C X

OO
a x b
N\ J
'
X

Bu tanimi, verilen bir z € X noktasi igin x noktasinin X kiimesi icindeki "nefes alma
alam” olarak diisiinebiliriz. Boylece acik bir kiimeyi, her noktasinin kendi iginde en az bir
nefes alma alanina sahip olan bir kiime olarak diisiinebiliriz.



Teorem 1.2.3 R kimesi tizerinde
U={ACR: Vx e A z noktass A kiimesi i¢inde nefes alma alanina sahiptir.}
ailesi bir topoloji belirtir.
Ispat. 7. 0, R € U oldugunu gostermeliyiz.
Vo € R,d]a, b, >z €]a,b[C R
oldugundan R € U olur. Kabul edelim ki () ¢ I/ olsun. Buradan
Vo € 0,V]a,b[C R, = €]a,b[Z 0
olmas1 x € ) celigkisini olusturur. Bu durumda kabuliimiiz yanhstir. () € U olmasi gerekir.

T5. I herhangi bir indis ailesi olmak tizere A; € U olsun. JA; € U oldugunu goster-
el
meliyiz. Her i € I, A; € U igin

Viel,A;elUd = Vielx;, €A;, x€la,b| C A

el
= Viel,z; €la;, b C JA
i€l
= UA eUu
i€l

elde edilir.

T3. Ay, Ay € U olmak tizere A; N Ay € U oldugunu gostermeliyiz. A; N Ay = () olmasi
durumunda () € U oldugundan A; N Ay € U olur. Ay N Ay # (ise v € Ay ve z € A, olacak
sekilde bir x € R vardir. Buradan

AelU = z€la,b[C A
AyeU = 1z €lag,bo[ C A
yazabiliriz. a = maks{ay, as}, b = min{by, by} olsun. Boylece
r € la,b] C A1 N Ay
olur. Sonug olarak A; N Ay € U elde ederiz.

O O
a; bz
a; b;
O——©O0
a b
@
i
< J
Xi L J



Tanim 1.2.4 R kimesi tzerinde U ailesine aligilmig (standart) topoloji, (R,U)
uzayina reel saylarn aligilmes uzayr denir.

Ornek 1.2.5 (R,U) uzaymnda 0,2[ agik arabgin inceleyelim. x €]0,2[ ise x # 0 ve & # 2
oldugundan d(0,x) = ¢ ve d(x,2) = 0 yazabiliriz. Buradan

€ )

yazlabileceginden x noktas |0, 2] aralig icinde nefes alma alanina sahip olur. Her x €]0, 2]
icin bu iglems tekrarlayabiliriz. Boylece |0,2[€ U olur.

€ 5
0+ = 22
+2 2
o—o e o o
0 . 2
H_J\ J
Y
€ )

Sonug 1.2.6 Her ]a,b[C R agik aralige (R,U) uzayinda a¢ik kimedir.

Ornek 1.2.7 A C R kiimesi herhangi sayida agik araliklarin birlegimi ise A kiimesi (R,U)
uzayinda agik kime olur.

Coziim: A kiimesi herhangi sayida agik araliklarin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa [
herhangi bir indis ailesi olmak tizere
A= U Jai, bi

icl
yazabiliriz. Buradan,
re€A = Jiel x€lab

= T E ]ai,bi[ CcA

= Aecl
elde ederiz. O
Ornek 1.2.8 (R,U) wzayinda |1,3] yary agik araligine inceleyelim. x = 3 noktast igin
£,0 > 0 olmak tizere x €]3—¢,3+4[Z]1, 3] olacagindan x = 3 noktas |1, 3] yar: agik aralige

icinde nefes alma alanina sahip degildir. Dolaysiyla kimeye ait en az bir nokta nefes alma
alamina sahip olmadigindan |1,3] ¢ U olur.

— O
(0]



Sonug 1.2.9 (R,U) uzayinda ve |a,b] yart a¢ik aralige agik kiime degildir. Benzer sekilde
[c, d[ yary agik arahge agik kime degildir. &°

Sonug 1.2.10 (R,U) uzayinda ve [a,b] kapaligr araligi agik kiime degildir.

Cozum:
a—e¢ a+06 b—e b+
O——O0O O——O0
0 )
a b

r1 = a ve To = b noktalar1 i¢in €, > 0 olmak iizere
r1=a€la—e b+ ¢ [a,b

ve

to=belb—eb+ [ ¢ [a,b]

oldugundan z; = a ve xy = b noktalar [a,b] kiimesi iginde nefes alma alanina sahip
degillerdir. Dolayisiyla
[a,0] ¢ U

olur. O

Ornek 1.2.11 (R,U) uzayinda A = {z} tek nokta kiimesini inceleyelim. €,6 > 0 olmak
tzere

relr—eax+¢A={z}

olacagindan x noktast A kiimesi icinde nefes alma alamina sahip degildir. Dolayisiyla
Ag¢U
olur.

T —€ x+0 A= {x}
U=l —e,x+0[¢ A

L
T

Sonug 1.2.12 (R,U) uzayinda A kiimesi sonlu ise sonlu sayida tek nokta kiimesinin birlegsimi
seklinde yazilabileceginden A kimesi (R,U) uzayinda agik kiime degildir.

Ornek 1.2.13 (R,U) uzayinda |a, +00| sonsuz agik arabgim inceleyelim. x €]a, +00[ ise
a # = olacagindan d(a,x) = € yazabiliriz. Buradan

g g
U=l|ao-<, —[ u
x 2x+2 S



acrk kumesi i¢in

€ 8+8C]+[
933:2,332 a, +00

oldugundan x noktasi |a,+o00| sonsuz araligi icinde nefes alma alanina sahip olur. Her
x €la, +oo| igin saglanacagindan |a,+ool€ U olur.

la, +o00]
U M
(e} O U= € 5 i i
. relU=]z—§ o+ 5] Cla,+oof
a T
N y

~
5
Sonug 1.2.14 (R,U) uzayinda |a, +oo[ sonsuz aralige agik kime olur.

Ornek 1.2.15 (R,U) uzaymda | — 0o, b [ sonsuz arabji acik kiime olur. 4

Ornek 1.2.16 (R,U) uzayinda | — oo, a] sonsuz kapal arahgin inceleyelim. x = a noktas:
wcin € > 0 olmak tzere
iL'E] —OO,I'+€[ {q ] —OO,(I]

olacagindan x = a noktast | — 0o, a| sonsuz kapale araligi i¢inde nefes alma alamina sahip
degildir. Dolayisiyla | — oo, a] € U olur. Ayrica

| — 00, a]" =]a, +oole U

oldugundan timleyeni a¢ik kiime oldugundan | — oo, a] sonsuz kapale araligu reel sayilarin
alisilmis uzayinda kapaly ktime olur.

| — 00, d]
a
G > Q/\)\
] = o0,a] =a, +o0]
Sonug 1.2.17 (R,U) uzayinda | — 0o, a] sonsuz kapalr aralige agik kiime degildir. | — 0o, a]

sonsuz kapalr araligr reel sayilarin alisilmis uzayinda kapaly kiime olur.

Ornek 1.2.18 (R,U) uwzayinda [b, +oo| sonsuz kapale arahgu kapal kiime olur. &



Ornek 1.2.19 (R,U) uzayinda |a,b] kapaly aralige igin
[a,b]" =] — 00, al U b, +o0|
yazabiliriz. | — oo, a[,|b, +oo[€ U oldugundan ag¢iklar aksiyomu Ty geregi
| —o00,a[ U ]b,+o0le U

elde ederiz. Esitligin sag tarafi ag¢ik kime oldugundan esitligin sol tarafi [a,b]" kimeside
agik kiime olur. [a,b] kapale araliginin timleyeni agik kiime oldugundan |a,b] kapaly aralige
reel saylarin alisilmas uzayinda kapaly kume olur.

Ornek 1.2.20 (R,U) uzayinda a € R olmak iizere R — {a} kiimesini inceleyelim. R — {a}
kimesini
R —{a} =] — 00,a] U |a, +o0|

seklinde yazabiliriz. | — oo, a[,|a, +oo[€ U oldugundan acgiklar aksiyomu Ty geregi
] —00,a[ U Ja, +oole U

elde ederiz. Esitligin sag tarafi a¢ik kime oldugundan egitligin sol tarafi R — {a} kimeside
agik kime olur. {a} tek nokta kimesinin timleyeni a¢ik kime oldugundan {a} tek nokta
kiimesi reel saylarin alisilmis uzayinda kapale kume olur.

R—{a} el = {a} el
Sonug 1.2.21 (R,U) uzayinda her tek nokta kimesi kapalidur.

Ornek 1.2.22 (R,U) uzaymda A C R alt kiimesi sonlu olsun. A kiimesi sonlu oldugundan

A={ay,a9,...,0,} ={a1} U{ax} U,...,U {a,}

yazabiliriz. (R,U) uzayinda her tek nokta kiimesi kapaly kiime ve kapaly kiimelerin sonlu
birlesimi kapali kime olacagindan esitligin saq tarafi kapaly kiime olur. Esitligin sag taraf
kapal kiime oldugundan egitligin sol tarafi A kumeside kapali kiime olur. Bu durumu
matematiksel olarak ifade edelim.
A sonlu = A={ay,as,,,a,}

= A= {al}U{ag} U,...,U {an}

= {a}U{a} U,...,U {a,} el . (reR {z} eU)

= Ael

Ornek 1.2.23 (R,U) uzayinda N dogal sayilar kiimesinin a¢ik veya kapali kiime olup ol-
madigine inceleyelim.



Cozium:

n € Niginn € ]n — %, n+ %[ ¢ N yazabiliriz. N dogal sayilar kiimesinin higbir bir nok-
tasi nefes alma alanina sahip degildir. Dolayisiyla N dogal sayilar kiimesi (R,U/) uzayinda
acik kiime olmaz.

n—1 %@ n+ i
o—f o
% Q Q
n

R — N kiimesini

Q/\)\ Q/\}\
neN
olarak yazabiliriz. | —oo, 1[€ U ve her n € N igin [n—1,n+1[€ U olur. Agiklar aksiyomu T
geregi acik kiimelerin herhangi birlesimi agik kiime olacagindan R —N € U/ olur. Tiimleyeni
agik kiime oldugundan N dogal sayilar kiimesi (R, /) uzaymda kapali kiime olur. O

Ornek 1.2.24 (R,U) uzayinda 7. kiimesi a¢ik kime degildir. (R,U) uzayinda Z kiimesi
kapaly kume olur. V4

Ornek 1.2.25 (R,U) uzayinda Q rasyonel saylar kimesini inceleyelim. ¢ € Q elemans
icin e,0 > 0 olmak tizere q noktasin iceren |q—e, q+90[€ U agik kiimesi en az bir irrasyonel
say igerdiginden |q — €,q + 8|Z Q elde ederiz.

q—¢ @Q q+9 9
0 0 JkeQ

o o ° °
q
q—5 € Q' ise|q—e, q+0[ arahginda aradigumaz k irrasyonel sayis q—5 olur. g—5 ¢ QF ise
ki rasyonel sayr verildiginde, bu saylar birbirine ne kadar yakin olursa olsun aralarinda
bir irrasyonel say olacagindan |q — 5, q[ aralginda en az bir irrasyonel k sayise bulunur.
Q rasyonel sayilar kimesinin hicbir bir noktast nefes alma alanina sahip degildir. Do-
laypsiyla Q rasyonel sayilar kimesi (R,U) uzayinda agik kime olmaz.

Ornek 1.2.26 Q wrrasyonel sayilar kumesinin hicbir bir noktas: nefes alma alanina sahip
degildir. Dolayisuyla Qt irrasyonel sayplar kiimesi (R,U) uwzayinda acik kiime olmaz. 4

Sonug 1.2.27 (R,U) uzayinda Q rasyonel sayilar kimesi ve Q' irrasyonel saylar kimesi
ne a¢ik ne de kapaly kimelerdir.



Ornek 1.2.28 (R,U) uzayinda | — 0o, al, Ja, +00| sonsuz agik araliklar

| —o0,ale d [b, +ocle U
—0 O

reel sayilarin alisilmis uzayinda acik kumeler olduklarindan timleyenler:
R_] — 00, a[: [b7 +OO[ R_]bv +OO[:] ) b]

sonsuz kapaly araliklar,

] —o00,b] €U’

-<

>
[a, +o0le U
(R,U) uzayinda kapal kiimeler olur.
] —o00,a[, |b,+oole U = [a, +0[, | — c0,b] € U
Not. (R,U) uzaymda agik ve kapal kiimeleri tablo ile 6zetleyelim.
Acgik Kime Kapali Kiime
0, R, ](L, b[ , }(1,, +OO[, ] — 00, b[ 0, R, [arb} ) [CL, +OO[7 ] — 00, b]
(R, U) UA,;, > Vi el, Ay elU UFZ > Vi €l F, eUt
iel =
Agik kiimelerin herhangi birlesimi Kapali kiimelerin sonlu birlegimi

(R,U) uzaymmda hem agik hem de kapal kiimeleri () ve R kiimeleridir. [a, b], ¢, d] yar
acik araliklar1 Q rasyonel sayilar kiimesi, Q! irrasyonel sayilar kiimesi reel sayilarin aligilmis
uzayinda ne agik nede kapali kiimelerdir. O

Hatirlatma 1.2.29 (X, 1) topolojik uzay ve A C X olmak tizere ejer A kimesi agik
(kapali) kiimelerin sayilabilir birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa A kiimesine bir G5 (F,)
kimesidir denir.



Ornek 1.2.30 (R,U) uzaymda
1 1
A= 1——14—
ﬂ } n’ + n [

kimesini inceleyelim. A kiimesi sayilabilir sayida agik kimenin arakesiti oldugundan A
kiimesi bir Gs kimesidir. Ayrica

A:ﬂ}l—%,lJr%{:{l}?éu

neN

oldugundan acik kumelerin herhangt arakesiti acik kume olmayabilir.
Sonug 1.2.31 Gy kumesi agik kime olmayabilir.

Ornek 1.2.32 (R,U) uzayinda
1 1
F= g
U {n’ n}

kiimesini inceleyelim. F kimesi saylabilir saypda kapaly kimenin birlesimi oldugundan F
kiimesi bir F, kimesidir. Ayrica

1 1
Poy b
neN—{1} LT n

1 12 13

- {spuls3|ufra]u-

= 10,1 ¢ U"
oldugundan kapaly kiimelerin herhangi birlesimi kapali kiime olmayabilir.
Sonucg 1.2.33 F, kiimest kapalv kiime olmayabilir.
1.2.2 (R,97) Sag Isin ve (R, ®) Sol Isin Uzaylar:
Teorem 1.2.34 R uzerinde

D7 ={A, =]\ +oo[: A e R}U{D, R}

ailesi bir topolojgi belirtir.












ile gosterelim. G = A oldugunu gostermeliyiz. € A olsun. Buradan
xej = dl'er >x€TCA
= ze€CG .. (T Ccaq)
= ACG (1)
elde edilir. Tersine y € G olsun. Buradan

yeG = dTer ryeT ... (G=UT)

= yeT CA .. (T CcA
= yed
~ Acd 2)

elde edilir. (1) ve (2) ifadelerinden

elde edilir.

(ii) z € A olsun. Buradan

a:Ef(i = dl'et >xe€TCA
= z€A
= /Cl)CA
elde edilir.

(iii) (i) den A kiimesi kapsadigi biitiin acik kiimelerin birlegimi

A=
Ten

olarak yazilabilir. Agik kiimelerin herhangi birlegimi acik kiime olacagindan A € 7 olur.

(iv) (i) ifadesinden A kiimesinin kapsadigi biitiin agik kiimeler A kiimesinin alt kiimesi
olur. T € 7 ve T'C A i¢in
Ter -2 T7cA

olur. (iii) ifadesinden A acik kiime olacagindan A kiimesi A kiimesinin kapsadig1 en biiyiik
acik kiime olur.



(v) = A € 7 olsun. (i) ifadesinden A C A olur, Ayrica (ii) ifadesinden Ac 4
oldugundan

A=A
elde edilir. . .
<« Tersine A = A olsun. (iii) ifadesinden A € 7 oldugundan A € 7 elde edilir. O

Teorem 2.1.19 (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak tzere asagidaki ifadeler
saglanar.

Ispat. (i) 0, X € 7 ve acik kiimelerin i¢i kendisine esit oldugundan

)?':Xve@:(b
elde edilir.
(ii) A C X icin A € 7 ve
Her = O=01

oldugundan [ = fi aliirsa

o o
Il
o

elde edilir.
(iii) A C B olsun. Buradan

ACB = /ic

v
—
o o
N
N
~—

2 o

= C

o
Y
o
N
ey
T o
m
N
N~—

elde edilir.
(iv) Her A, B C X alt kiimeleri i¢in, A C AUB ve B C AUB yazilabilir. (iii) ifadesinden

Ac (AU B)° ve BcC (AU B)° elde edilir. Bir kiimenin alt kiimelerinin birlegimi yine bir
alt kiime olacagindan

ﬁul%c(AuB)O



elde edilir.
(v) Her A, B C X alt kiimeleri i¢in, ANB C A ve ANB C B yazlabilir. (iii) ifadesinden

(AN B)° C Ave (AN B)° C B elde edilir. Bir kiimenin alt kiimelerinin arakesiti yine bir
alt kiime olacagindan

(ANBY Cc AnB (1)
elde edilir. Tersine z € fi N fj’ olsun. Buradan
xefiﬂé = xej/\xeé
= Vet s0c€cUCANTVer 50€¢VCB

= zeUNVCANB L (UNnVenr)
= z€(ANB)°

—~ ANBcC(ANBY (2)
olur. (1) ve (2) ifadelerinden
ANB=(ANB)°
elde edilir. O

Uyar: 2.1.20 (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olmak iizere

AUB C (AUBY°

ifadesinin tersi her zaman saflanmaz. Ornedin, (R,U) uzayimdan A = Q rasyonel sayilar
kiimesi ve B = Q' irrasyonel sayplar kiimesi alinarsa

A=0, B=0
ve
(AUB)’=R=R
oldugundan
R=(AUB)° ¢ AUB =0
olur.

Ornek 2.1.21 Bir (X, 7) topolojik uzayr ve her A C X igin

(X7 = (X7)
A — A

1wt tamaml ve sira koruyan bir fonksiyondur.



Cozim: f: (X,7) — (X, 7) doniigiimii her A, B C X igin

A=B = A=18B
oldugundan iyi tanimli ve

ACB = ficé

oldugundan sira koruyan bir fonksiyondur. O

Tanim 2.1.22 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere A kiimesinin timleyeninin
bir i¢c noktasina, A kiimesinin bir dis noktast denir. A kiimesinin bitin dis noktalarindan
olusan kiimeye A kimesinin digt denir ve (X — A)° veya dig(A) ile gosterilir.

Uyar: 2.1.23 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak tzere bir kiimenin i¢ini alma
1slemi sira koruyan bir islem oldugundan

[e) o

AN(X—AP =0 A AU(X —AP C X

elde edilir.

2.2 Bir Kiimenin Kapanisi

Tanmim 2.2.1 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tzere, bir x € X noktasinin
her komsulugunda A kiimesine ait en az bir eleman varsa x € X noktasina A kiimesinin
kapanis noktasu (degme noktasi) denir. A kiimesinin kapanis noktalarinin kiimesine, A

kiimesinin kapanaist denir ve A e gosterilir.

rEA = VW e ANV £

rd¢ A < VeV ANV =

Uyar1 2.2.2 (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime ve a € A olmak iizere, her V € ¥y

komsulugu icin a € V' oldugundan a € ANV olur. Buradan ANV # () olacagindan a € A
elde edilir.

VaGAiQinaEA — AC A

Sonug 2.2.3 Kimeye ait her nokta kumenin kapanis noktasidur.



Ornek 2.2.4 X = {a,b,c,d, e} kiimesi tizerinde

=10, X, {a},{a,b},{c}, {a,c},{a,b,c},{c,d},{a,c d},{a,b,c,d}}

ailesi bir topoloji belirtir. A = {b,c,d} kiimesinin hangi noktalarinin kapamis noktas
oldugunu inceleyelim.

e b,c,d € A noktalar icin A C A oldugundan b, c,d € A elde edilir.

o a € X noktasi icin a € U = {a} € T a¢ik kiimesi i¢in U C U oldugundan U € 9,
olur. UN A =0 oldugundan a ¢ A elde edilir.

e c € X noktasi icin e € U = X € 7 agik kiimesi i¢cin U C U oldugundan e noktasinin

tek komsulugu X kimesi olur. U N A # () oldugundan e € A elde edilir.

Sonuc olarak A= {b,c,d, e} olarak bulunur.
Sonug 2.2.5 Kapams noktasi kiimeye ait olmayabilir.
Teorem 2.2.6 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olmak izere asagidaki ifadeler saglanar.

(1) A kiimesi A kiimesini kapsayan bitun kapaly kiimelerin arakesitine egittir.
(i) Ac A

(i) A e rt

(iv) A kiimesi A kiimesini kapsayan en kiigtik kapal kiimedir.

(v) Aert <= A=A

Ispat. (i) A kiimesini kapsayan biitiin kapal kiimelerin arakesitini

K= (F

Fert
ACF

ile gosterelim. K = A oldugunu gostermeliyiz. x € A olsun. Kabul edelim ki z ¢ K olsun.
Buradan

r¢ K = FJFerm > ACF Nz ¢F

= ze€X—F (x¢F)
= X—-Fer . (Ferh
= X—FEﬁ(x) (JZGU /\UET:UGﬁ(x))
= ANX-F)=10 . (ACF)
———
€9(x)
= xgé/I



elde edilir. Bu ise 7 € A olmast ile celigir. Kabultimiiz yanhstir z € K olmasi gerekir. Her
x € A igin ¢ € K oldugundan
ACK (1)

elde edilir. Tersine y € K olsun. Kabul edelim ki y ¢ A olsun. Buradan

y¢ A = IV edy, 2AnNV =0

= Jer 2yelUCV . (Vedy)

= ANU=0 (UcCV)

= ACX-U

= y¢X-U .(yeU Uenr)
ert

= yé¢K (X -UCK)

elde edilir. Bu ise y € K olmast ile ¢eligir. Kabuliimiiz yanhstir y € K olmas1 gerekir. Her
y € K i¢in y € A oldugundan

elde edilir. (1) ve (2) ifadelerinden

elde edilir.
(ii) @ € A olmak {iizere, her V' € ¥,y komsulugu i¢in a € V oldugundan a € ANV olur.

Buradan ANV # () olacagindan a € A elde edilir. Her a € A icin a € A oldugundan

ACA

elde edilir.

(iii) (i) ifadesinden A kiimesi A kiimesini kapsayan biittin kapal alt kiimelerin arakesiti

olur. Kapali kiimelerin herhangi sayida arakesiti yine bir kapali kiime oldugundan A kiimesi
kapali bir kiime olur.
X
_ L
A= ﬂ F = Ac !
ACF

=

Vala



(iv) (iii) ifadesinden A kiimesi kapali bir kiimedir. (ii) ifadesinden A kiimesi A kiimesini
kapsar. Eger F' € 7' kapal kiimesi A kiimesini kapsayan bir kiime ise (i) ifadesinden A

kiimesi A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime olacagindan A C F olur.

(v) = A € 7' olsun. (ii) ifadesinden A C A olur. Ayrica A € 7 ve A C A oldugundan
(iv) ifadesinden A C A olur. Buradan

A=A
elde edilir.

& Tersine A = A olsun. (iii) ifadesinden A kiimesi kapali bir kiime oldugundan esiti
olan A kiimeside kapali bir kiime olur. O

Ornek 2.2.7 (R,U) uzaymda
Ay =|1,2], Ay =]1,2], A3 =[1,2[, Ay =1[1,2]
kumelerinin kapanis noktalarin inceleyelim.

o v = 1,29 =2 € R noktalarni inceleyelim. €,6 > 0 olmak tizere
Uy =loy — e, 214 6], Uz =]xg — €, 20 + 6[€ U oldugundan Uy € V(z,) ve Uy € Uiy, igin
AiNU # 0 ve Ay NUy # O olur. Dolaysiyla 1,2 € fIl olur.

P> e M
Uy rJ& ~— = Uz z,elU; cU=U; €y, (i=1,2)
T —¢€ r1+9 Ty —€ To + 0
© © A
r1 =1 To =2 v

2
ANU#0 (i=1,2)

x < 1igin x # 1 oldugundan d(1,z) = e olacak sekilde bir e reel sayise vardur. § > 0
olmak tizere Vi = ]x —0,x+ %[ € U agik kiimesi igin ANV, = () olur. Buradan x < 1

icin x & A, elde ederiz.

60
Vvl JJ€V1CV1:>V1€19($)
Oo————-0
r—0 T+ —
@ © © N
T 1 2 N
H_J A’lm‘/l:@



x > 2 d¢in x # 2 oldugundan d(2,x) = ¢ olacak sekilde bir e reel sayise vardur. § > 0
olmak tizere Vo = }x — S, x+ (5[ € U agik kiimesi i¢in ANV, = 0 olur. Buradan x > 2

icin x & A, elde ederiz.

6\}’
V5 €V, C Vo= Vo €y
o——0
r— 49
2
© © ® )
1 9 X Q/%K
- ANVa=10
IS

Her x € Ay icin x € Ay oldugundan Ay kiimesinin kapanising

A = [17 2]
olarak elde ederiz.
e Benzer sekilde Ay, As, Ay kiimelerinin kapanislar
142 :14{3 :144 - [1,2]
olarak elde edilir.

Sonug 2.2.8 Fuarkly kimelerin kapanislary ayni olabilir.

Ornek 2.2.9 (R,U) uzayinda
S ={1,2}

kumesinin kapanis noktalariny inceleyelim.

o v <1 i¢inx#1 oldugundan d(1,x) = ¢ olacak sekilde bir € reel sayisi vardir. § > 0
olmak tizere Uy = }ZB —0,x+ %[ € U agik kimesi icin S NUy, = () olur. Buradan

x<1liginx ¢ S elde ederiz.

N

$€U1CU1:>U1€19(I)

S0
[ ]
o0

e

2
—— SNU, =0



o 1 <z <2iginz#1 vex #2 oldugundan d(1,z) = e; ve d(z,2) = ey olacak sekilde
bir £1,e9 reel saylary vardir. Buradan U = }x - 5,7+ %2[ e U agik kumesi icin

SNUy =0 olur. Buradan 1 < x < 2 i¢in x ¢ § elde ederiz.

6\}’
€1
$—? UQ x—l—% xEU;3CU3:>U3€19(w)

o, O
L g —@ 4
1 L 2 @%@\
- g y SAU; =0

S €9

e = > 2 i¢cin x # 2 oldugundan d(x,2) = € olacak sekilde bir e reel sayist vardir. § > 0
olmak tizere Uz = ]:p -5, T+ 5[ € U agik kimesi i¢in S N Uz = () olur. Buradan

x>2i0¢inx ¢ S elde ederiz.

M
Cb—g Us x+6 $€U3CU3:>U3€19(x)
o=~———0
L —@ @
1 2 Zz Q/Q@)
SNU; =1
3

Her x € S i¢in x € S oldugundan S kumesinin kapanigini
S ={1,2}
olarak elde ederiz.

Sonug 2.2.10 Sonlu her kiime tek nokta kiimelerinin birlesimi olarak yazilabileceginden
ve kapalr kiimelerin sonlu birlesimi kapal kiime oldugundan (R,U) uzayinda sonlu kimeler

kapal kume olur.
Ornek 2.2.11 (R,U) uzayinda Z tam sayilar kimesinin kapanis noktalarina inceleyelim.

Coziim: = ¢ Z olsun. Bu durumda |z| = a ve [z] = b olacak sekilde a,b € Z vardir.
x # a ve x # b oldugundan d(a, z) = £, ve d(z,b) = €5 olacak sekilde bir ey, €5 reel sayilar
vardir. Buradan U = ]:v - 5,r+ %2[ € U agik kiimesi icin

ZNU =10



olur. Sonug olarak a < x < b i¢in = ¢ 7 elde ederiz.

W
o e Fcu—uey
T U ot 52 MRS CU=U€&€VUp)
o O
@ —@ @
b e J\ ~" J Z ﬂ U - @

€1 €2

Her y € Z i¢in y € 7 oldugundan Z kiimesinin kapanigini
Z=17

olarak elde ederiz. O

Ornek 2.2.12 (R,U) uzayinda N dogal saylar kimesinin kapanig N =N olur. a

Sonug 2.2.13 (R,U) uzayinda Z=7veN=N oldugundan bu uzayda 7 ve N kimeler:
kapaly kumeler olurlar.

Ornek 2.2.14 (R,U) uzaynda

kumesinin kapanis noktalariny inceleyelim.
Cozim:
e Her a € Y igin a € Y olur.

e beR b#0veb¢Y olsun. b noktasinin Y kiimesinin bir elemanina olan en yakin
uzakligi

d=min{|b —m|m e Y}
olmak tlizere U = }b — g,b+%[ € U acik kiimesi icin Y N U = () olur. Buradan
beRbLAOvebdY iginbgé}_/ elde ederiz.

@’\)
d ceUcU=UE€ed
v U y+ 5 Y ()
o————o0
- - —C @
1 ] 1 Q%@
k 1



e 0 € Rigin €, > 0 olmak tizere 0 noktasini igeren her agik kiime V' =|0—¢,0+d[e U
olarak yazilabilir. Buradan b € Y olmak tizere

—e<0<d = dneN 9n<%

= dneN > %<b

= IneNO<i<bh ..(n>0)
= +teV
= VNY £ . (tey)

elde edilir. Sonug olarak 0 noktasinin her komsulugunda Y kiimesine ait en az bir

eleman mevcut oldugundan 0 € Y elde ederiz.

Buradan Y kiimesinin kapanisi

Yz{%:neN}U{O}

olarak bulunur. Burada Y kiimesi i¢gin Y # Y oldugundan Y kiimesi (R, ) uzayinda kapali
bir kiime degildir. O

Sonug 2.2.15 (R,U) uzayinda tek noktalardan olusan kimeler kapaly kiime olmayabilir.

Ornek 2.2.16 (R,U) uzayinda Q rasyonel saylar kiimesinin kapanis noktalarine incele-
yelim.

Coziim: = ¢ Q olsun. €,6 > 0 olmak tizere U =]z — ¢,z + 0[€ U agk kiimesi en az bir

rasyonel say1 igerdiginden (bakiniz 6rnekl.6.9) U N Q # 0 olur. Dolayisiyla 2 € @ olur.
Ayrica kiimeye ait her nokta bir kapanig noktasi oldugundan Q rasyonel sayilar kiimesinin
kapanist

Q=QuUQ' =R
olur. 0
Ornek 2.2.17 (R,U) uzaynda Q irrasyonel saylar kiimesinin kapanis @ =R olur.
Not. R reel sayilar kiimesi iizerinde tek nokta kiimelerinin birlesimi olarak yazilabilen
1
2=t = U, 1=Utn, 2= Ut v = U {2)
qeQ keQt neN 2€7L neN

kiimeleri igin N,Z € U' kiimeleri (R,U) uzayinda kapali kiimelerdir ancak Q,Q",Y ¢ U’
kiimeleri (R,U) uzaymda kapal kiime degildirler. 0



Ornek 2.2.18 (R, D7) uzayinda A = )2, 3] kiimesinin kapanis noktalariny inceleyelim.

Coziim: (R, D7) uzaymnda A kiimesi A kiimesini kapsayan en kiiglik kapali kiime olacagindan
A =] — 00, 3]
olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim.

e 1z < 3 olsun. € > 0 olmak {izere U; =]z — &, +ool€ D agk kiimesi i¢in U; N A # ()
oldugundan x < 3 ic¢in z € /1 olur.

A
D
e ¢
l Uy ](L /+OO[ p €U CUL= U €V
22 5 3 A
AN U1 7£ (Z)

e r > 3 igin x # 3 oldugundan d(3,z) = e olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 vardir.
Uy =]z — §,+ool€ D~ acik kiimesi i¢in Uy N A = @ oldugundan = > 3 i¢in = ¢ A
olur.

A
Uy =]z — 5, +o0] Y
l p €U C U= Uz €Yy
5 "3? o€ o 6%@
2
N ANUy =10
€

Ornek 2.2.19 (R," D) uzayinda A = ]2, 3] kiimesinin kapanis noktalarin inceleyelim.

Cozim: (R, D) uzayinda A kiimesi A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime olacagindan
A =2+ o0

olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim.



e = > 2 olsun. € > 0 olmak tizere U; =| — 0o,z + [€* D agik kiimesi i¢in Uy N A # ()

oldugundan x > 2 i¢in « € A olur.

Uy =] —o0,z+¢] é@
<= l I€U1CU1:>U1€’L9(JK)
2 E ¢ A
e r < 2 igin x # 2 oldugundan d(z,2) = ¢ olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 vardir.
Uy =] — 00,2 — 5[€" D agik kiimesi i¢in Uy N A = @) oldugundan = < 2 i¢in z ¢ A
olur.
U, =] — 00,2 — ] <
< er2CU2:>U2€19($)
o b o o X
x 2-3 2 3 NS
ANU, =10

O

Uyar1 2.2.20 Bir kiimenin kapanisi izerinde bulundugu topolojik uzaya gére dedisir. Ornedin
A =2, 3[ kiimesi i¢in A kiimesinin alisilmis uzayda, sol 1sin ve sag wsmn uzayinda kapanis
noktalary kimeleri farklhdar.

Ap- =] —00,3], Ay =1[2,3], Acp=[2+ o9
Teorem 2.2.21 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere
(i) X — A= (X — A
(i) X — A= (X — A)
esitliklert saglanar.
Ispat. (i) € X — A olsun. Buradan
zeEX-A = z ¢ A
= E|VEQ9($) > ANV =10

= geVcX-A
= ze (X -A)r° (1)



olur. Tersine = € (X — A)° olsun. Buradan

r €(X—-A)P = (X—-A)Pciy (O en)
= AN(X—AP=0 . (AN(X-A) =0, O°cO)
= xgé/]
= ze(X—A) (2)

olur. (1) ve (2) ifadelerinden
X —A=(X—AP
elde edilir.
(ii) 0 = X — A alahm. Buradan

OcCX <« (X-0O)=(X-0) .. ((i) ifadesinden)
— (X-O)=A (X —O=A)
— O=x-4A (A=B = X - A=X—B)
— (X—A)=X-A L(O=X—A)

elde edilir.

O
Not. (X, 7) topolojik uzaymda bir A C X alt kiimesinin tiimleyenini
N
ile gosterelim. Boylece bir kiimenin i¢i ve kapanigi arasindaki baglanti
(e
(a-(
ve
(G-
olarak verilir. O

Teorem 2.2.22 (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak tzere asagidaki ifadeler
saglanar.



(1) X=X veéZQ)

(ii) A 4

(ili) AcB = ACB
(iv) (AUB)"=AUB
(v) (ANB)"C AnB

Ispat. (i) 0, X € 7" ve kapali kiimelerin kapanigi kendisine esit oldugundan

X=X A0=0

olur.

(ii) A C X icin Aertve

Oer — 0O=0
oldugundan [ = A alimirsa -
A=A

elde edilir. -

(ili) A C B ve € A olsun. Buradan

rEA = VYV ey, ANV £10
= YWedy, BNV#D .. (ACB)
= z€B
= ACB

elde edilir.
(iv) Her A, B C X alt kiimeleri igin, A C AU B ve B C AU B yazlabilir. (iii)

ifadesinden A C (AU B)~ ve B C (AU B)~ elde edilir. Bir kiimenin alt kiimelerinin
birlesimi yine bir alt kiime olacagindan

AUBC(AUB) (1)

elde edilir. Tersine A ¢ A ve B C B oldugundan birlegim igleminden AU B C AU B olur.

Bir kiimenin kapanisi her zaman kapali kiime olacagindan A, B € 7t ve kapal kiimelerin



sonlu birlesimi kapali kiime olacagindan AUB kapali kiime olur. Ayrica A C Ave BC B

oldugundan AU B C AU B ve bir kiimenin kapanigi kiimeyi kapsayacagindan AU B C
(AUB)~ olur. (AUB)~ kiimesi AU B kiimesini kapsayan en kiigiik kapal kiime olacagindan

(AUB)" C AUB (2)
olur. (1) ve (2) ifadelerinden
ANB=(ANB)"
elde edilir.
(v) Her A, B C X alt kiimeleri igin, ANB C A ve ANB C B yazlabilir. (iii) ifadesinden

(ANB)~ C A ve (ANB)~ C B elde edilir. Bir kiimenin alt kiimelerinin arakesiti yine bir
alt kiime olacagidan

(ANB)"Cc ANB
elde edilir. O

Uyar: 2.2.23 (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olmak tizere

(Aﬂm‘cﬁﬂé

ifadesinin tersi her zaman saglanmaz. Ornedin, (R,U) uzayimdan A = Q rasyonel sayilar
kiimesi ve B = Q' irrasyonel sayplar kiimesi alimarsa

A=R B=R
ve
(ANB)" =0 =0
oldugundan
R=ANB¢(ANB) =0
olur.

Ornek 2.2.24 (X, 1) topolojik uzayr ve her A C X ig¢in

f: (X,7r) —» (X,7)
A —> A

1yt tanamb ve sira koruyan bir fonksiyondur.



Cozim: f: (X,7) — (X, 7) doniigiimii her A, B C X igin

A=B — A-=B

oldugundan iyi tanimli ve
ACB = ACB

oldugundan sira koruyan bir fonksiyondur. O

Teorem 2.2.25 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. F C A alt kiimesinin (X, T)

uzayindaki kapamigt F ve (A, 74) alt uzayindaki kapanisi (F) 4 olmak tizere

(F)a=FnNnA
olur.

Ispat. Fert kapali kiimesi i¢in A N F kiimesi (A, 74) uzaymnda kapali kiime olur. (F')
kiimesi (A, 74) uzayinda F' kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime olacagindan

(F)aC ANF (1)

elde edilir. v € AN F icin

r€ANF = YW ey, VAF+0 ...(mﬁ)
= Wedy, AN(VNF)#0 . (xe A
= VANV e (W), (ANV)NF #0
= xe(ﬁ:)A
= ANFC(F)4 (2)

olur. (1) ve (2) ifadelerinden
(F)a=FNA

elde edilir. O

2.3 Bir Kumenin Siniri

Tanim 2.3.1 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak idizere, A kiimesinin i¢ine
ve disina ait olmayan noktalarm olusturdugu kiimeye A kimesinin swnare denir ve A® ile
gosterilir.



AS

—A

A (X — A
. ~ J ~

A X-A

(X, 7)

reEA sz §é/(i ve x ¢ (X —A)°

(X,7)

Bir kiimenin sinir noktalari, kiitmenin kenarinda
bulunan, kiimenin ic¢r ifadeyle,

bir noktanin sinir noktasi olmasi igin

noktanin her komsulugunda kiimeye ait en az
bir nokta ve kiimeye ait olmayan en az

bir noktanin bulunmasi gerekir.

Teorem 2.3.2 (X, 7) topolojik uzay ve A C X olmak tzere asagqidaki ifadeler saglanar.

(i) X5=0 ve 0°=10

(i) A*=A—A

i) A*=AN(X— A"

v) A= (X - A)

(
(iv) Asert
(
(vi) (A% C A®

Ispat. (i) (X, 7) topolojik uzaymda X = X olur. Kiimenin i¢ine ait olan noktalar smir

noktasi olamayacagindan

X® =10

elde edilir. Bog kiimenin digi (X — 0)° = X = X olur. Kiimenin digina ait olan noktalar
sinir noktasi olamayacagindan

elde edilir.

0* =0



(ii) z € A® olsun. Buradan

r €A & x%/i AN xg(X—AP

o r¢ANTd(X—A) m(u>Ay:X—A>

o —

S rx¢ANzeA

= xEA—fi

olur. Sonug olarak

I

Ny
|

2o

AS
elde edilir.
(iii) A C X icin

¢} — [e]

A=A-A & An(X-A)

AN (X — A) .“OX—jﬁﬂX—Af>

olur. Sonug olarak

A=AN(X—-A)"
elde edilir.

(iv) (iii) ifadesinden bir A C X alt kiimesinin sinir1

A = AN (X — A

olarak yazilabilir. (X, 7) topolojik uzayinda bir kiimenin kapanigi kapali bir kiime ve kapal

kiimelerin arakesitleri kapali kiime oldugundan esitligin sag tarafi AN (X —A)~ kapali kiime
olur. Buradan esitligin sol tarafi A® kiimeside kapali kiime olur. Sonug olarak

A et

elde ederiz.



(v) AC X igin

(X —A) = (X-A) —(X-A)y°

-~ (X-A) " NnA
- (X—/i)ﬂA ...((X—A)‘:X—/i)
— A4
olur. Sonug olarak
A’ = (X — A

elde edilir.
(vi) A C X i¢in

(A7) = (A7) — (A

olur. Sonug olarak
(A%)° C A®

elde edilir.
Ornek 2.3.3 X = {a,b,c,d, e} kiimesi tizerinde
=10, X, {a},{a,b},{c}, {a,c},{a,b,c},{c,d},{a,c d},{a,b,c,d}}
ailesi bir topoloji belirtir. (X, 1) uzayinda A ={b,c,d} kimesinin simrine inceleyelim.

Coziim: A kiimesinin i¢i A kiimesinin kapsadigi en biiyiik acik kiime oldugundan

A={c,d}
olur. 7 ailesinin tiimleyenini alinirsa kapali kiimelerin ailesini

=10, X,{b,c,d, e}, {c,d,e},{a,b,d, e}, {b,d, e}, {d, e}, {a,b e}, {b,e},{e}}



elde ederiz. A kiimesinin kapanigi A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime oldugundan

A= {b,c,d, e}

olur. Buradan -
A=A —-A={bcde} —{c,d} ={be}

olarak bulunur. O

Ornek 2.3.4 (R,U) uzayinda A = {1,2} U [3,4] kiimesinin sinarina inceleyelim.
Coziim: (R,U) uzaymnda A =|3,4] ve A= {1,2} U [3,4] oldugundan A kiimesinin siir1
A= A~ A=1{1,2,3,4)

olarak bulunur. O

Ornek 2.3.5 (R, D) uzayinda A = {1,2} U [3,4] kiimesinin sinarina inceleyelim.
Cozim: (R, D7) uzaymnda A = () ve A =] — 00, 4] oldugundan A kiimesinin siiri

A= A—A=] - 00,4

olarak bulunur. O
Ornek 2.3.6 (R," D) uzaynda A =] — 0o, 3[ U [7, 8] kiimesinin sinwrima inceleyelim.
Coziim: (R, D) uzaymda A =] — 00, 3[ ve A=R oldugundan A kiimesinin siniri

A= A—A=[3+00]
olarak bulunur. O
Ornek 2.3.7 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere asagidaki ifadeler saglanar.
() A=AuAa
(i) X=(X—A°UAUA
(iii) A =X — (X —A)
(iv) A=AnN(X— A



Cozium:
(i) A C X icin,

AUAS = AU

Il
VR I o
2 o

- Anx _(ﬁcg)
= A
elde edilir.
(ii) A C X igin,
(X —APUAUA® = (X —APUA ...(ﬁuAS:A)

elde edilir.
(iii) A C X icin,
X — (X —-A)s

elde edilir.



(iv) A C X i¢in,

AN(X —A4%) = An

u(x—(x—in) (X —(ANB)=(X —A)U(X — B))

)
(08)  (an(x- @) cancr-a-1)
(i)

elde edilir. O

Teorem 2.3.8 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere A kiimesinin kapaly kiime
olmasu i¢in gerek ve yeter sart A°* C A olmasidar.

Aert «— A°C A

Ispat. = A € 7' olsun. Buradan
AS =

A
:lmﬂ4“(AeH¢A:A)
A

elde edilir.
< Tersine A* C A olsun. Buradan

ACA = AUACA m<ﬁcA)
—~ ACA W(Azmuﬁ)

elde edlilir. A € A her zaman saglandigindan A = A olur, Kapanisi kendisine esit olan
kiime kapali kiime oldugundan

Aert

olur. O



Ornek 2.3.9 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere asagidaki ifadeler saglanar.
i) ANA* =0 << Aer

(i) A =0

— AerT AN Aert

Cozim: (i) = AN A° = 0 olsun. Buradan

ANAS =0 =

=

Am<j_ﬁ):®
Am(Am(X-ﬁ)) 0
<Amﬁ)m(x_j):@
Am(x-ﬁ):@
AcX—(X—ﬁ)

o

ACA

..(AQA:A)

olur. A C A her zaman saglandigindan A = A olur. Ici kendisine esit olan kiime acik kiime

oldugundan

elde edilir.
< A € 7 olsun. Buradan

ANA® =

elde edilir.

AerT



(ii) = A® = 0 olsun. Buradan

A=) = A—A=0

= AcCA
= Acﬁcjl)cA (Acﬁ,fcl)cA)
= fi:A:fI

elde edilir.
<= A e 71 ve A€ 7 olsun. Buradan
A = A-A
— A-A

elde edilir. O

Ornek 2.3.10 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olmak tizere asagidaki ifadeler saglanar.
(i) (4)" c A®

(ii) (A)° c 4

Coziim: (i) A C X i¢in

(A ca - 4_4
_ il ...(;ief,z:z)

C /I—/i (/iCAzh‘iC/I)



elde edilir.
(ii) A C X icin

elde edilir. O

Ornek 2.3.11 (X, 1) topolojik uzayr ve her A C X ig¢in

f: (X,7) —» (X,7)
A — A

1yt tanamly bir fonksiyondur ancak sira koruyan bir fonksiyon degildir.
Cozim: f: (X, 7) — (X,7) dontigiimii her A, B C X igin
A=B — A*=B°

oldugundan iyi tamimhidir. Simdi A C B i¢gin A* C B? ifadesinin her zaman saglanmadigini
gosterelim. A = Q ve B = R olsun. Buradan

@=Q-Q=R-0=R
ve
R°=R-R=R-R=0
oldugundan
A=Q*=R¢O=R =B
elde edilir. O

Ornek 2.3.12 (X, 1) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak tzere asaqidaki ifadeler saglanar.
(i) (ANB)* C A*UB*

(i) (AUB)* C A*U B*



Cozim: (i) A, B C X i¢in,
(AN B)*

(ANnB)” —(ANnB)°
= (ANB)" N(X—-(ANnB)°)
= (AnB) " N(X-(ANnB))"

= (AnB)™ N ((X—A)U(X—B))

——

(X —(ANB)° = (X — (AN B))‘)

(X —(ANB)=(X - A)U(X - B))

_ (@mg)m(XA)—)u((gm;)mxB>—)
c (Am<X_A>—>U(Bm(X_B>—)

= (A-(x-x-a))u (B (x-ce-m))
- (A (x4 (o (-

- (a-d)u(s-5)

(ANB)* C A°U B*

elde edilir.
(ii) A, B C X igin,

(AUB)* = (AUB)” — (AUB)°
=(AUB) " N(X - (AUDB)°)
=(AUB) " N(X-(AUB))~
= ( )"

N
AUB N(X-A)N(X -B))"
N N —

. (X—=(AUB)°=(X—-(AUB)))

(X = (AUB)=(X - A)U(X - B))

((CmD)— C _ml_))

...<(AUB):AUB>



-~ (Anex-argoe -5y )u (B —aoer -y

ﬂ(X—A))U(Bm(X—B))

(X — (X — A)—)> U (é — (X — (X — B)—)>

<
<

(- (e () e -3)
<

oldugundan
(AUB)* Cc A°UB*

elde edilir. O

2.4 Bir Kiimenin Yigilma Noktalar: Kiimesi

Tanim 2.4.1 (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak izere, bir x € X noktasinin
her komsulugunda A kiimesine ait x noktasindan farkl en az bir eleman varsa x € X nok-
tasina A kimesinin yrgilma noktass denir. A kiimesinin yigilma noktalarimn kimesine,
A kiimesinin yrgilma noktalar: kiimesi denir ve A~ ile gosterilir.

re AV — VV€T9(Z), Aﬂ(v—{(l?})#@

r¢ A” = IV edy, An(V—{z})=0

Uyar1 2.4.2 Bir noktanin her komsulugu ile noktayr iceren a¢ik kime arasinda birebir bir
esleme mimkin oldugundan yigilma noktasu kriterleri

reA” <= VYUer sxeU ANU —{z}) #0

r¢ A” <= FU ersrxeU ANU —{x})=10

olarak verilebilir.



Ornek 2.4.3 X = {a,b,c,d, e} kiimesi tizerinde

=10, X, {a},{a,b},{c},{a,c},{a,b,c},{c,d},{a,c d},{a,b,c,d}}

ailesi bir topoloji belirtir. A = {b, ¢, d} kimesinin hangi noktalarinin yigilma noktasi oldugunu
inceleyelim.

Coziim:

e a € X noktasi igin U; = {a} € 7 agk kiimesi igin AN (U; — {a}) = 0 oldugundan
a ¢ A~ olur.

b € A noktast igin Us = {a,b} € 7 agk kiimesi i¢cin A N (Uy — {b}) = 0 oldugundan
b ¢ A~ olur.

e ¢ € A noktasi i¢in Uz = {c} € 7 agk kiimesi i¢in AN (Us — {c}) = 0 oldugundan
c ¢ A~ olur.

e d € A noktasimi igeren agik kiimeler V| = {¢,d}, Vo = {a, ¢, d} ve V3 = {a,b,c,d} igin
AN —A{d}) ={c} #0

AN (Vo —{d}) ={c} #0
AN (Vs —{d}) ={b,c} #0
oldugundan d € A™ olur.

e € X noktasim igeren tek agik kiime X igin AN (X — {e}) = A # 0 oldugundan
e € A~ olur.

Sonug olarak A~ = {d, e} olarak bulunur.

Uyar 2.4.4 Yiqulma noktast kiimeye ait olmayabilir.
Ornek 2.4.5 (R,U) uzaymda

Ay =|1,2], Ay =]1,2], Az =[1,2[, Ay =1[1,2]
kumelerinin yigilma noktalariny inceleyelim.

Cozum:



e 11 = 1,29 = 2 € R noktalarin inceleyelim. ¢,6 > 0 olmak tizere Uy =]z — ¢, 21 + J],
Uy =|xe — €, 29 + d[€ U agik kiimeleri igin

AN (U —{x1}) =,z +0[#D ve AN (Uy — {x2}) =]rs — €, 22[#£ 0

oldugundan x1,z, € A~ olur.

N D>
; 2
Uy — = Us
T, — € r1+9 Tog — € To9+ 0
© ©
1 =1 To =2 \}‘

2
AN —{z)) £0 (i=1,2)

x < 1i¢in x # 1 oldugundan d(1,z) = ¢ olacak sekilde bir ¢ reel sayisi vardir. § > 0
olmak tizere Vi = |z — 4,2+ 5[ € U agk kiimesi icin AN (Vi — {z}) = 0 olur.
Buradan = < 1 igin ¢ A™ elde ederiz.

Vi
- :e
r—0 . $+§ . _
v 1 2 M

x > 2 igin x # 2 oldugundan d(2,z) = ¢ olacak sekilde bir € reel sayis1 vardir. § > 0
olmak tizere Vo = |z — £, 2+ 6] € U agik kiimesi icin AN (Vo — {z}) = 0 olur.
Buradan = > 2 i¢in ¢ A~ elde ederiz.

Vi
O—0
e Z z+9
- - -
1 ) x Q/\}‘
1 < x < 2igin &, > 0 olmak iizere U = |z —¢e,x+ 0] € U acgik kiimesi i¢in

ANU —{z}) = An (Jz —e,2+[U]z,z + 6] ) # 0 olur. Buradan 1 < z < 2 i¢in
x € A~ elde ederiz.

Ueld W
LT 2 AU () £ 0

— O
o4
o O



Sonug olarak A; kiimesinin yigilma noktalari kiimesini
AT =11,2]
olarak elde ederiz.
e Benzer sekilde As, A3, A4 kiimelerinin y1gilma noktalar1 kiimeleri

Ay = Ay = A7 =[1,2]
olarak elde edilir. &

Sonug 2.4.6 Farkly kimelerin yigilma noktalar:, ktiimeleri ayni olabilir.
Lemma 2.4.7 Bir topolojik uzayda her yigilma noktast kapanis noktasidar.
AYC A
Coziim: (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere, x € A~ olsun. Buradan
reA” = VYWed,y An(V —{z}) #0

= VWedy ANV #£0

= zcA

= A~ CA
elde edilir. 0

Uyar: 2.4.8 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tzere

xgé/]:xgéAN

olacagindan bir kimenin yigilma noktalary kumesi incelenirken kapanis noktasi olmayan
noktalary incelemeye gerek yoktur. Bir nokta kumenin kapanis noktasi degilse kiimenin
yigelma noktast da olamaz.

Uyar1 2.4.9 AC A~ ifadesi her zaman saglanmayabilir. Ornegin (R,U) uzayinda

A =]1,2[U{5} olsun. 5 € R noktasi i¢in A C A oldugundan 5 € A olur. Ancak U =|4,6]€
U acgik kumesi i¢in

UGﬁ(m), ANV —={5}) =0
oldugundan 5 ¢ A~ olur. Sonu¢ olarak

Jre A s ¢ A”



oldugundan A ¢ A~ elde edilir.

Uelu @\}‘
O—O4 2 S5elU CcU=Uc Vg
© — -
1 2 5 AN (U —{5}) =10

Ornek 2.4.10 (X,7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere

zEA A r¢ A=x e A”

olur.
Coziim: z € Avex ¢ A olsun. Buradan

rEA = W ey ANV £
= zre A~

elde edilir. 0

Ornek 2.4.11 (R,U) uzayinda Z tam sayilar kimesinin yigilma noktalarina inceleyelim.

Coziim: Z kiimesinin kapanigini 7=1 oldugundan (6rnek [2.2.11)) = ¢ Z icin z ¢ Z~ olur.
n € Z olsun. U =|n — 1,n + 1[€ U agik kiimesi i¢in

ZN(U—-{n})=10
oldugundan n ¢ Z~ olur.
Ueu M
O——0 , nelU CcU=Uc Yy
n—3 n+3
L —@ @
n-1 " net1 LA~ {n) =0

Sonug olarak Z tam sayilar kiimesinin yigilma noktalar1 kiimesi
7~ =10

olarak bulunur.



Ornek 2.4.12 (R,U) uzayinda N dogal sayilar kiimesinin yigilma noktalary kimesi
N~ =0 olur. &

Ornek 2.4.13 (R,U) uzayinda Q rasyonel sayilar kimesinin yigilma noktalarine incele-
yelim.

Coziim: x € R olsun. ¢, > 0 olmak tizere U =|x — e,z + d[€ U agik kiimesi igin sonsuz
sayida rasyonel say1 icerdiginden

UNnR—{z}) #0

olur.

JyelU >ye Q Ny#=x

v QN ~{2}) #0
Sonug olarak rasyonel sayilar kiimesinin yigilma noktalar1 kiimesi
Q=R
olur. 0

Ornek 2.4.14 (R,U) uzayinda Q' irrasyonel sayilar kiimesinin yigilma noktalar: kimesi
Q" =R olur. 4

Ornek 2.4.15 (R, D) uzayinda A = {5,6} U [7,8[ kiimesinin yugilma noktalarine incele-
yelim.

Coziim: (R, D7) uzayinda A kiimesi A kiimesini kapsayan en kii¢lik kapali kiime olacagindan
Burada

A =] — 0, 8]

olur. -
r¢ A=a ¢ A”

oldugundan = > 8 i¢in # ¢ A~ olacagi aciktir. x < 8 noktalar1 i¢in inceleyelim. x < 8
olsun. € > 0 olmak tizere Uy =]z — ¢, +oo[€ D~ acik kiimesi i¢in

AN(Uy —{z}) #0

oldugundan x < 8 i¢in z € A™ olur.



AN (U —{x}) £ 0 Uy =]z — e, 400

[
> ©
0
(
q

yedy#x)
Sonug olarak (R, D) uzaymda A = {5,6} U [7, 8] kiimesinin yigilma noktalar1 kiimesi
A~ =] — o0, 8]
olur. -

Ornek 2.4.16 X kiimesi birden fazla eleman iceren bir kime olmak tizere (X, P(X))
ayrik(ince) uzayinda bir A C X alt kimesi i¢in A~ = 0 olur.

Cozim: x € X noktasi icin ayrik uzayda her kiime acik kiime oldugundan
U = {z} € P(X) acik kiimesi i¢in

UNn(A—{z})=10
olur. Her z € X igin z ¢ A™ olacagindan
A~ =10
olur. 0

Ornek 2.4.17 X kimesi bos kiimeden farkl bir kiime olmak iizere (X,Z ={0,X?}) kaba(ayrik
olmayan) uzaymda bir A C X alt kimesi i¢in A~ = X veya A~ =0 olur.

Cozum: r € X noktasi i¢in kaba uzayda x noktasini iceren tek acik kiime X oldugundan
U = X € 7 agik kiimesi i¢in eger A kiimesi birden fazla nokta iceriyorsa

Un(A—A{z}) #0
olur. Her z € X i¢in x € A~ olacagindan
A =X
olur. Eger A kiimesi tek nokta igeriyorsa a € A noktasi i¢in
UNn(A—{a})=10

olacagindan
AY =10

olur. 0



Sonug 2.4.18 Topoloji kabalastikca bir kimenin yigilma noktalar: kiimesi buyir. Topoloji
inceldikge bir kumenin yigilma noktalary kumest kugulir.

7'1CT2:>A:2CA:1

(X, ) (X, )

Ornek 2.4.19 Bir (X, 7) topolojik uzayr ve her A C X igin

f: X,n = (X,7)
A = A~

1y tanamb ve sira koruyan bir fonksiyondur.
Cozim: f: (X, 7) — (X, 7) dontigiimii her A, B C X igin
A=B = A~ =DB"
oldugundan iyi tanimli bir fonksiyondur. Sira koruyan oldugunu gostermek icin
ACB=A~CB”~

oldugunu gosterelim. A C B olsun. Buradan

re A~ = VVE?S‘(@AW(V-{I‘})%@
= VVEﬁ(x) Bﬂ(V—{l‘})#@ ...(ACB)
= x € DB~
= A~ C B~
oldugundan f sira koruyan bir fonksiyondur. O

Teorem 2.4.20 (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere AU A~ kiimesi
kapaly bir kimedir.



ispat. AU A~ kiimesinin kapali kiime oldugunu gostermek i¢in tiimleyeninin agik kiime
olacagini gosterelim. Buradan

rEX—(AUAY) = z¢ AUA™

elde edilir.

=
£

=

4

FV ey, ANV —{z})=10
FV ey, ANV =10
VyeV,y ¢ A~

ANV =10

VC§—A A yc)i—AN
(1) ifadesinden (2) ifadesinden
V(X —A)n(X-—A)

V CX - (AUAY)
Eﬁ(z>

ze (X — (AUA™))°

X—-—(AuA™)er
AUA~ e 7t

... (De Morgan)

Noktay1 iceren komsulugu
igeren kiime

L (VzeX —(AUA))

O

Teorem 2.4.21 (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere AU A~ = A olur.

Ispat. A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiime Ave AU A~ kapali kiime oldugundan

A C X i¢in

ACcX = AC;lveACAUAN

= ACAUAN

(1)

olur. Tersine her yigilma noktasi bir kapanig noktasi oldugundan A C X i¢in

AcX = ANCAveAC/I ...(DcD)

= AUANCA

olur. (1) ve (2) ifadelerinden

elde edilir.

AUA”=A

(2)



Teorem 2.4.22 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere A kiimesinin kapali
kiime olmast i¢in gerek ve yeter sart A~ C A olmasidar.

Aertte AVC A

Ispat. = A kiimesi (X, 1) topolojik uzayida kapal bir kiime olsun. Buradan

Aert =
=

EN

elde edilir.

X—-Aer
Vee X —-A JVedy, ,reVCcX-A
X—-Aely, AN((X—A)—{z})=0 . (x ¢ A)
reX—A icin g ¢ A”

p ~q
(r e A=z cA) w(p=~qge qg=~p)
A~ C A

= A~ C A olsun. Kabul edelim ki fi gZ A olsun. Buradan

A¢A = 3xcA sz¢A

= x¢ A~ (A~ C A)
= E|V€19(I), Aﬁ(v—{$}>:®
= WV edy, ANV =10 . (r ¢ A

x ¢ A olmasi kabuliimiiz ile celigir. Dolayisiyla A C A olmaldir. A C A her zaman

saglandigindan A = A olur. Kapanigt kendisine esit olan kiime kapali kiime oldugundan

olur.

Aert

Sonug 2.4.23 Kapali bir kime butin yigilma noktalarina sahiptir.

Teorem 2.4.24 (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olmak tzere asagidaki ifadeler

saglanar.

i) X~ =

ii) (A™)~

X ve 07 =0

c A

iv) (AUB)~ =A~UB"~
v) (ANB)~C AnB~

(
(iii) Her xz € X noktasi i¢in x ¢ {x}~
(
(



ispat. (i) Her topolojik uzayda X € 7" ve kapali kiimeler biitiin yigilma noktalarma sahip
oldugundan
X=X

elde edilir. §) = 0 U 0~ ve ) = 0 oldugundan
0~ =0

elde edilir.
(ii) x € (A™)™~ olsun. z € A ise A C A olacagindan z € A olur. x ¢ A igin

x E(AN)N = YV 6’19(:,;), AN0<V—{I}) 7&@

= dye A NV, sx#y

VLT WU €y, AN(V = {y}) #0
ey YWV ey, ANV —{x}) #0
= x€A”

olacagindan
(xeA)V(r¢gA=a0ecA”) = rxeAUA™

= xej ...(AUAN:A>

olur. Her x € (A™)~ igin x € A oldugundan

(A™)~ C A
elde edilir.
(iii) V € 9y icin
{z} = (V—{a}) =0
oldugundan
v ¢ {x}”
elde edilir.

(iv) Her A,B C X alt kiimeleri igin, A C AU B ve B C AU B yazlabilir. Bir
kiimenin y1g1lma noktalarim alma iglemi sira koruyan bir iglem oldugundan A~ C (AUB)™
ve B C (AU B)~ elde edilir. Bir kiimenin alt kiimelerinin birlegimi yine bir alt kiime

olacagindan
AYUB~ C (AUuB)~ (1)

elde edilir. Tersine z € (AU B)~ olsun. Kabul edelim ki ¢ A~ U B~ olsun. Buradan



r gAY UBY = x¢A” vex ¢B~
IV edy, ANV —{z})=10 r ¢ A~
W €V, BN(U —{z}) =10 I
= FJUUV)€edy,(AUB)N(UUV)—{z}) =10
= ¢ (AUB)”
x ¢ (AU B)” olmas1 kabuliimiiz ile geligir. Dolayisiyla
r € A~ UB” (2)
olmalidir. (1) ve (2) ifadelerinden
(AUB)” =A~UB~

elde edilir.

(v) Her A, B C X alt kiimeleri i¢cin, AN B C A ve AN B C B yazlabilir. Bir kiimenin
yigilma noktalarini alma islemi sira koruyan oldugundan

(ANB)"C A~ N (ANB)~ C B”

olur. Buradan

(ANB)” C A” N B~
elde edilir. 0

Uyar: 2.4.25 (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olmak iizere
(ANB)” C A" N B~

ifadesinin tersi her zaman saglanmaz. Ornedin, (R,U) uzayindan A = Q rasyonel sayilar
kimesi ve B = Q' irrasyonel sayplar kiimesi alinarsa

A~ =R,B~ =R

ve

(ANB)"=0~=10

oldugundan
R=A"NB~"¢ (ANB)~ =0

olur.



Ornek 2.4.26 (R, U) alisilmais uzay A C R olmak tizere x € R noktasi A kiimesinin bir
yegilma noktasi ise x noktasinin her komsulugunda kiumeye ait sonsuz sayida eleman vardar.

reA” = VV €y, ANV sonsuz kiime

Coziim: x € A~ olsun. Kabul edelim ki x noktasinin en az bir komgulugunda A kiimesine
ait sonlu sayida eleman olsun. Bu durumda bir V' € 9, kosulugu icin

ANV ={z,x9,21,22,...,2,}

yazilabilir.
e =min{d(z,a) :a € (AN (V —{z}))}

olmak tizere V =|x — ¢,z + €[ agik kiimesi igin

ANV = {z}

olur. Bu ise z € A~ olmasi ile celigir. Bu durumda kabultimiiz yanligtir.  noktasinin her
komsulugunda A kiimesine ait sonsuz sayida eleman vardir. O

Ornek 2.4.27 (X, 7) topolojik uzay ve A C X olmak tizere z noktast A kimesinin bir
yigulma noktasy ise v € (A — {x})~ olur.

reA”=>xe(A—-{z})”
Cozim: x € A~ olmak iizere

reA” = VVeﬁ(x),Aﬂ(V—{x})#Q)
= VVEﬁ(x),(A—{I})ﬁV#@
= ze€(A—{z})"

elde edilir. O



2.5 Bir Kiimenin Izole Noktalar1 Kiimesi

Tanmim 2.5.1 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere bir x € A noktasinin en
az bir komsulugunda A kiimesine ait x noktasindan farklh bir elemans bulunmuyorsa x € A
noktasina A kiimesinin izole noktast denir. A kiimesinin izole noktalarimin kimesine, A
kiimesinin izole moktalary kiimesi denir ve izole(A) ile gosterilir.

r €izole(A) <= WV €V, » ANV = {z}

r ¢ izole(A) <= VV €, ANV # {z}

Uyar1 2.5.2 Yigilma noktasi, kapanis noktas: ve izole noktanin tanimdan izole nokta ol-
mayan kapanis noktalarinin yigilma noktas: olacagr agiktur.

zEA A x ¢ izole(A) = x € A~
Onerme 2.5.3 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere
izole(A) = A— A~
olur.

Ispat. = z € izole(A) olsun. Buradan

xr €izole(A) = AV edy > ANV ={x}
= IVedy » ANV —-{z})=10
= x¢ A~
= rve€A- A~ ANV ={x} =2 €A

elde edilir.
<= Tersine x € A — A™ olsun. Buradan

re€A-A" = xe€Aver ¢ A
= ElVEﬁ(x) BAQ(V—{Q?}):Q) (JI%AN)
VEﬁ(x)ﬁxEV
= E|VEI9($) QAﬂV:{ZE}
reA
= 1z €izole(A)

elde edilir. O



Tanim 2.5.4 Bir topolojik uzayda hicbir izole noktast olmayan kapale kimeye mikemmel
kiime denar.

Ornek 2.5.5 (R,U) uzayinda her [a,b] C R kapale arabge mikemmel kiimedir.

Coziim: z € [a,b] i¢in

oldugundan
[a, 6] = [a, 0]

olur. Buradan
izole ([a, b)) = [a,b] — [a,b]~ =0

olacagindan [a, b] kapal araligi mitkemmel kiime olur. 0
Lemma 2.5.6 (X, 7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere x € A i¢in
x ¢ izole(A) = xz € A~
olur.
Ispat. = € A ve x ¢ izole(A) olsun. Buradan

x ¢ izole(A) = VYV €y, ANV # {z}

ANV #{z}
— Jyec ANV sx#y
r€EANzEV
— VVGﬁ(x), Aﬂ(V—{.ﬁE})#@
= xc A~
elde edilir. O

Sonug 2.5.7 (X, 1) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak iizere x € A igin
r¢ A~ = x €izole(A)

olur.

Ornek 2.5.8 X = {a,b,c,d, e} kiimesi tuzerinde

r=10,X,{a},{a,b},{c},{a,c},{a,b,c},{c,d},{a,b,c,d}, {a,c,d}}

ailesi bir topoloji belirtir. (X, T) uzayinda A = {b,c,d} kiimesinin hangi noktalarimin izole
nokta oldugunu inceleyelim.

Cozum:



e b € Anoktasiicin b € U = {a,b} € 7 acik kiimesi i¢in U C U oldugundan U € 9,
olur. U N A = {b} oldugundan b € izole(A) olur.

e ¢ € A noktasi i¢in b € U = {c} € 7 acik kiimesi i¢in U C U oldugundan U € 9
olur. U N A = {c} oldugundan ¢ € izole(A) olur.

e d € Anoktasi igin d € U agik kiimesi i¢in ¢ € U oldugundan UNA # {d} oldugundan
d ¢ izole(A) olur.

Sonug olarak izole(A) = {b, ¢} olarak bulunur.

Ornek 2.5.9 (R,U) uzayinda
A =]1,2[U{3,5}

kiimesinin izole noktalarina inceleyelim.
Cozium:

o 1 < x < 2olsun. Her
vV € 29(90), AN (V —{z}) £ ()

oldugundan x ¢ izole(A) olur.

e 3 € A noktasim alahm. U; =|2,4[€ U agk kiimesi icin A N U; = {3} oldugundan
x € izole(A) olur.

e 5 € A noktasim alahm. Uy =[4,6]€ U agk kiimesi icin AN Uy = {5} oldugundan
x € izole(A) olur.

o— o ANT, = {3)
T2 5 15
ANUy = {5}
o——o0
Us
Sonug olarak A kiimesinin izole noktalarimin kiimesi
izole(A) = {3,5}
olarak bulunur. O

. 1

Ornek 2.5.10 (R,D7) uzayinda A = {—} U ]2, 3]U{4, 6} kiimesinin izole noktalarin:
") nen

inceleyelim.



Cozium:

e 6 € A noktasimi alahm. U =|5,4o00[€ D agik kiimesi igin ANU = {6} oldugundan
6 € izole(A) olur.

e 1z < 6 olsun. € > 0 olmak iizere VV =|x — ¢, +-00[ agik kiimesi i¢in
ANV # {zx} (6 ANV, x #6)

oldugundan x ¢ izole(A) olur.

> AnU = {6}

O .
0 1 3 4 q 6 > r<6uvexreA
(‘QQ/

Sonug olarak A kiimesinin izole noktalarinin kiimesi

izole(A) = {6}
olarak bulunur. O
Ornek 2.5.11 (R, D) uzayinda A = [2,3] kiimesinin izole noktalarna inceleyelim.
Cozum:

e 2 € A noktasimi alalhm. ¢ > 0 olmak iizere her U =] — 00,2 + €[ agik kiimesi i¢in
ANU # {2} oldugundan 2 ¢ izole(A) olur.

e z>2vex e Aolsun. € > 0 olmak {izere her V =| — 0o,z + ¢ agik kiimesi igin
ANV #{z} (2€ ANV,2#2)

oldugundan = ¢ izole(A) olur.

U=|—-o00,2+¢
] — 00,2 +¢] ;}@mU#{z}
07
—e © —@ @
2 r 3
r>2vexeA
V=] —o0,z+4¢| A@ﬂv%{aj}

q)



Sonug olarak A kiimesinin izole noktalarinin kiimesi
izole(A) =0
olarak bulunur. O

Ornek 2.5.12 X kiimesi birden fazla eleman iceren bir kiime olsun. (X, P(X)) ayrik uzay
ve A C X olmak tzere

Vae A, a€{a} € P(X) i¢in An{a} = {a}

oldugundan a € izole(A) olur. Sonug¢ olarak ayrik uzayda kiimenin her noktas: izole nokta
oldugundan

izole(A) = A

olur.

Ornek 2.5.13 X kiimesi birden fazla eleman iceren bir kiime olmak iizere (X, ZT={0,X})
kaba (ayrik olmayan) uzayinda bir A C X alt kiimesi i¢in a € A noktasin kapsayan tek
actk kime X oldugundan

Vac A, ae X eZicin ANX # {a}

oldugundan a ¢ izole(A) olur. Sonug olarak kaba uzayda kiimenin hi¢bir noktas: izole nokta
olmaz. Sonug¢ olarak

izole(A) =0

olur.

Sonug 2.5.14 Topoloji incelestikge bir kiimenin izole noktalary kumest biytr. Topoloji ka-
balastikca bir kiimenin izole noktalar: kiimesi kictlir.

71 C T = izole(A),, Cizole(A),,

2.6 Tirev Kumeleri Uygulamalari
(X, 7) topolojik uzaymnda bir A C X alt kiimesinden tiiretilen
e A kiimesinin ici, 21)
e A kiimesinin kapanisi, A
e A kiimesinin dig1, dig(A4) = (X — A)°
e A kiimesinin smiri, A®

e A kiimesinin yigilma noktalar1 kiimesi, A~



e A kiimesinin izole noktalar1 kiimesi, izole(A)

ve benzeri kiimeleri A kiimesinin tiirev kiimeleri olarak adlandiracagiz.

Not. (X, 7) topolojik uzayinda bir A C X alt kiimesinin tiirev kiimelerini inceledigimizde
kontrol etmemiz gerekenleri ve incelerken yardimei olacak bilgileri agagidaki gibi 6zetleye-
biliriz.

(i) A kiimesinin i¢i her zaman agik bir kiime olmal ve A kiimesi tarafindan kapsan-
malidir.

/cl)ETvefcl)CA

(ii) A kiimesinin kapanigi her zaman kapali bir kiime olmali ve A kiimesini kapsamalidir.
AcriveAC A

(iii) A kiimesinin digi her zaman acgik bir kiime olmah. (X — A)° = X — A oldugundan
A kiimesinin tiimleyeninin ifadesi karmasik ise A kiimesinin kapaniginin tiimleyeni alinarak
bulunabilir.

(X—Arerve(X—A°=X-A

(iv) A kiimesinin smir1 her zaman kapali bir kiime olmali. A* = (X — A)*® oldugundan
A kiimesinin sinir1 ifadesi karmasgik ise A kiimesinin tiimleyenin sinir1 bulunabilir.

(v) A kiimesinin yigilma noktalar1 kiimesi A kiimesinin kapanigi tarafindan kapsan-
malidir. Yigilma noktalari izole nokta olmamali ve A kiimesi ile A kiimesinin yigilma
noktalari kiimesinin birlesimi A kiimesinin kapanigina esit olmali.

A~ C A, ng/I:>x§ZAN
r €AY = x ¢ izole(A)

AUAY=A

(vi) A kiimesinin izole noktalar: kiimesi A kiimesi tarafindan kapsanmalidir. Izole nok-
talar yigilma noktasi olmamal

izole(A) C A
x €izole(A) = x ¢ A~

Ornek 2.6.1 X = {a,b,c,d} kiimesi tizerinde

T =1{0,X,{a},{a,b},{c},{a,c},{a,b,c},{c, d},{a,c, d}}

ailesi bir topoloji belirtir. (X, 1) uzayinda A = {b,c} kimesinin tirev kiimelerini bulalim.



Coziim: (i) A kiimesinin kapsadigl en biiyiik agik kiime {¢} oldugundan
A ={c}
olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim.

e b € A noktasm igeren her Vi komsulugu i¢in a € V; ve V; € A oldugundan b ¢ A
olur.

e ¢ € A noktasmu igeren en az bir Vo = {c} komgulugu i¢in ¢ € V, C A oldugundan
c € A olur.

/—» Agik kiime
LS A kiimesi tarafindan kapsanir
iAo ﬁ
4

Kontrol

(ii) (X, 7) uzaymdaki kapali kiimelerin ailesi

™ ={0,X,{b,c,d},{c,d},{a,b,d},{b,d},{d},{a,b},{b}}

olur. A kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiime {b, ¢, d} oldugundan

A= {bc,d}
olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim.
e a € X noktasin igeren en az bir U; = {a} komgulugu i¢gin U; N A = @) oldugundan
a ¢ A olur.
e bce Aigin b, c € A olur.

e d € X noktasini iceren her Uy komsulugu icin ¢ € U, ve ¢ € A oldugundan UsNA # ()

olur. Buradan d € A olur.



/—9 Kapali kiime
X

A kiimesini kapsar

(iii) A kiimesinin digt A kiimesinin kapanigimin tiimleyeni olacagindan

d1§A:X—/I:{a}

olur.

(iv) A kiimesinin siniri

A=A A={bed —{c} = {bd)

olur.

(v) A kiimesinin yigilma noktalarimi inceleyelim.

e ad A oldugundan a ¢ A~ olur.

e b € A noktasin igeren Wy = {a, b} komsulugu i¢in
Aﬁ(Wl—{b}) :Q)

oldugundan b ¢ A™ olur.



e ¢ € A noktasin iceren Wy = {c} komsulugu i¢in
AN (Wy—{c}) =10
oldugundan ¢ ¢ A™ olur.
e d € X noktasini iceren her W komsulugunda ¢ € W i¢in
AN(W —{d}) #0
oldugundan d € A™ olur.
Sonug olarak A kiimesinin yigilma noktalar: kiimesi
A™ = {d}
olur.

“Kontrol . .
ontro A kiimesinin kapanis

C:?' ~  T—— 7 tarafimdan kapsanir
A~ = {d}

(vi) A kiimesinin izole noktalarim: inceleyelim.
e b € A noktasim iceren T} = {a, b} komgulugu i¢in
ANT = {b}
oldugundan b € izole(A) olur.
e ¢ € A noktasin igeren Ty = {¢} komsgulugu igin
ANT, ={c}
oldugundan ¢ € izole(A) olur.
Sonug olarak A kiimesinin izole noktalar1 kiimesi

izole(A) = {b,c}



olur.

A kiimesi tarafindan
~ T kapsanrr
O?’
izole(A) = {b,c} bed A~

kiimesinin turev kimelerini bulalim.

Cozim: (i) (R,U) uzaymmda B kiimesinin i¢i B kiimesinin kapsadig1 en biiyiik agik kiime
oldugundan

(e}

B =]2,3]

olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim. (B C B oldugundan sadece B kiimesine ait
olan noktalar1 inceleyecegiz.)

o k€ (N—{1}) olmak iizere ¢ € B olur. €,0 > 0 olmak tizere her Uy, =] — ¢, 1 + 4|

komsulugu i¢in Uy € B olacagindan % € B igin % ¢ B olur.

i\
%EUI%CUijkel%l)
k
Uk,‘
o O
. ° ©

= N -~ N ~ J = %EngB

&

,@(@ <

e 1 € B noktasi i¢in ¢, > 0 olmak tizere her U =|1 — ¢, 1 + ¢[ komsulugu i¢in U, ¢ B

olacagindan 1 ¢ B olur.



N

1€UCU$U€Q9(1)

O

@ @
— 1 _ 2 1eU¢ B
&

R@ <

oi—= @

e 3 € B noktasi i¢in £, > 0 olmak tizere her V' =]3 — ¢,3 + [ komsgulugu igin V ¢ B

olacagindan 3 ¢ B olur.

)
Vv 3eVCV=Veidgy
O O
© ®
2 R e S 3eVZrp
p ¢
<

e 2 <z < 3igin, x # 2 ve x # 3 oldugundan d(2,z) = ¢ ve d(z,3) = 0 olacak
sekilde €,60 € R vardir. W = ]x — 5, T+ g[ € U acik kiimesi i¢in W C B oldugundan

2 < x < 3icin x € B olur.

)
JIGWCW?WG@(@

O+O
© @ @
2 . J3 zeWcCh
\_\g_J g
" Kontrol
Agik kiime

. Q/\)‘ B kiimesi tarafindan kapsanir
B =]2,3| /_$



(ii) (R,U) uzayinda kapal kiimeler; tek nokta kiimeleri, [a, b] kapali araliklar, |—o0, c],[d, +00]
sonsuz kapali araliklar seklinde oldugundan ve her yigilma noktasi bir kapanig noktasi nok-

tast olacagindan B kiimesinin kapanisi
- 1
B:{@u{—:neN}umm
n
olur. Simdi bunu noktasal olarak inceleyelim.

e Her x € B noktas i¢in x € B olur.

e r < 0 igin z # 0 oldugundan d(z,0) = ¢ olacak sekilde bir € reel sayis1 vardir. § > 0
olmak tizere V; = ]:v —0,r+ 5 [ € U acik kiimesi icin BNV, = () olur. Buradan z < 0

icin = ¢ B olur.

Q/\)\
ees Vi o4 s IE%C%i%Eﬁ@)
o——0
@ o L
< 0 1 BNVi=0

e k € (N—{1}) olmak iizere 15 < x < § olsun. z # 5 ve x # ¢ oldugundan

d(k%l, x) = &1 ve d(z, 1) = €5 olacak sekilde bir £y, €5 reel sayilan vardir. Buradan
Uy =]z — 2,2+ 2| €U agk kiimesi icin BN U; = §) olur. Buradan k € (N — {1})

. 1 1 o . >
olmak iizere ;=7 <z < 1 i¢in ¢ B olur.

W

2
m—% U, $+652 $€U1CU1:>U1€19(x)
o———-0
L ‘.513' L
L J U U1 BNU; =0
1 ~ Y~ %
&1 3]

e 1 <z <2iginx#1vex#2oldugundan d(2,z) = §; ve d(z,2) = J; olacak sekilde
bir 01,09 reel sayilart vardir. Buradan Us; = }a: — %1,1‘ + %2[ € U agik kiimesi igin

BN Uy =0 olur. Buradan 1 < z < 2 i¢in = ¢ é olur.



)

mf% U, H% €Uy CUy = U €Uy
o——0
® —@ ©
X
51 52

e 2 € R noktasi i¢in inceleyelim. €, > 0 olmak iizere

her T =]2 — &,2 + 0[€ U komsgulugu i¢gin BNT # () oldugundan 2 € B olur.

Q/\}\
9 e T 246 $€TCT:>T€19(:C)
Oo——0
o — -
. 2~ 3 BT #0
<

e = > 3 i¢in x # 3 oldugundan d(3, z) = ¢ olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 vardir. § > 0
olmak iizere T} = }a: -5, T+ 5[ € U acik kimesi icin BNV, = () olur. Buradan = > 3

icin = ¢ B olur.

N
x_g T ois $€T1CT1:>T1€19(35)
o,
° 0
3 g : BAT =0
g

e r=0i¢inz € B olur. (6rnek2.2.14




Sonlu sayida kapal
X \ X timenin birlegimi
Q/\} 1 Q/\}” @\} kapali kiime
B:{O}U{—:nEN}U[2,3]
¢ n

(iii) B kiimesinin dig1 B kiimesinin kapanginin tiimleyeni olacagidan
ds(B) = X — B =] — 00,000 [ | |——, = | | UL, 2U}3, +0]
3 - - ) = n -+ 17 n ) )

.~"‘lKont‘rol

Agik kiimelerin
2 / herhangi birlegimi
A\

olur.

agik kiime oldugundan
. — B 1
as(B) =X - B =]~ o000 ( Uk & () Uz e U E TR
' e Yo o

(iv) B kiimesinin simir1

_ ° 1
BS:B—B:{—:nGN}U{O,2,3}
n

Kontrol

Kapali kiimelerin sonlu

birlegimi kapali kiime
1
B = {— :nEN} u{0,2,3}
n
Ny
@ =

=



(iv) B kiimesinin izole noktalarimi inceleyelim. Burada B kiimesinin kapanigina ait
olup izole nokta olmayan noktalar yigilma noktas: olacaktir. izole(B) C B oldugundan B
kiimesinin elemanlarini inceleyecegiz.

o k€ (N—{1}) olmak iizere ¢ € B olur. o 7  ve 1 # = oldugundan A7 ) =¢
ve d(%, ﬁ) = 0 olacak sekilde €, € R vardir. W, = ]% -5 % + g[ € U acik kiimesi

icin Wi N B = 1 oldugundan k € (N — {1}) olmak iizere ; € B i¢in 1 € izole(B)
olur.

16W1CW1:W1€19L
z (%)

Wi
O———0
o g ——
1 1 1
k+1 k k—1 B ﬂle{%}
€ 0

e 1 € B olsun. W, =3, 3[ agik kiimesi i¢cin BN W, = {1} oldugundan 1 € izole(B)
olur.

Le Wy, C Wy = Wy € )

Wy
Oo0————0
P ° o
1 1 3
2 ;2 B AW, = {1}

e 2 <z < 3olsun. g,0 > 0 olmak tizere her U =]z —¢, z+4d] komsulugu i¢in BNU # {z}
olacagindan 2 < x < 3 i¢in x ¢ izole(B) olur.

xEUCU:>U€19(x)

xr — € U x+6
o———0
@ @ © @ -
i
31 2 YR 3 B NU # {z}



e 3 € B noktasi i¢in inceleyelim. £,§ > 0 olmak iizere her V =|3 — ¢, 3 4 6| komgulugu
icin BNU # {3} olacagindan 3 ¢ izole(B) olur.

ZL“EVCV:>VEQ9(3)

xr — €& V $+5
o———0
o HH.
2 @@3 B NV #{3}

Kontrol /_\ B kiimesi tarafindan

QP kapsanir

izole(B) = {% (/n € N} (1) ¢B

(vi) Izole nokta olmayan kapanis noktalar: yigilma noktas: oldugundan B kiimesinin yigilma
noktalar1 kiimesi

B~ ={0}U[2,3]

olur.

Kontrol /Q) /_\ B kiimesinin kapanisi

¢ tarafindan kapsanir

B~ ={0}U2,3] \_/BUBNZé

¥2 izole noktalar bu

kiimede mevcut degil

Ornek 2.6.3 (R, D) uzayinda

B:{lzneN}u]Q,s]

n

kiimesinin turev kimelerini bulalim.



Cozim: (i) (R, D7) uzayinda agik kiimeler |\, +o0[ seklinde oldugundan her € > 0 olmak
lizere & noktasimi igeren agik kiime U =]z — ¢, 400 igin B € U olur. Dolayisiyla her z € B

[}
icin x ¢ B olacagindan

B=10
elde edilir.
b
@,@
U=z —¢,+00] S relUcU=Ucecidy
Ol @ © @
R
0 1 2 3 - peUg D
<
Kontrol
/—» Acik kiime
timesi tarafindan kapsanir
Y, B kiimesi tarafimdan k
B¢ /—‘>

(ii) (R,D7) uzaymda kapali kiimeler | — oo, A| seklinde oldugundan B kiimesinin ka-

panigt B kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiime

B =] — o0, 3]

olur. Simdi bunu noktasal olarak gosterelim.

e r > 3 olsun. z # 3 oldugundan d(3,z) = ¢ olacak sekilde ¢ € R reel sayis1 vardir.

Uy =]z — 5, +o00[ agik kiimesi icin B N U; = @ oldugundan = > 3 icin = ¢ B olur.

A
_ Q/(O
U, :}‘/L‘_ §’+OO[ relU, cU = U E79(:t)
l >
S @ © *—0—©
0 1 2 3 T BﬂUl - @
g



e = < 3olsun. € > 0 olmak iizere her V' =]z —e, +00[ agik kiimesi i¢in 3 € V olacagindan

BNU # ( olur. Buradan z < 3 i¢in = € B olur.

A
@@
U:};L'—S,-H)O[ :/UEUCU=>U€29(90)
>
—9—0—9—l—0 BNU# 0
0 1 2 3 K2

Kapali kiime

B kiimesini kapsar

(iii) B = () oldugundan B kiimesinin sinir1

B*=B-B=B-=] 00,3

olur.
Kontrol: B¥ = B € (D7) kapal kiime olur.

(iv) B kiimesinin dig1 B kiimesinin kapaniginin tiimleyeni olacagindan

dig(B) = X — B =3, +00|
olur.
Kontrol: dig(B) =|3,4+00] € D~ acik kiime olur.
(v) B kiimesinin izole noktalarini inceleyelim.
e © < 3vex € Bolsun. £ > 0 olmak tizere her W =]z — ¢, +00 acik kiimesi i¢in 3 € W

olacagindan
BNW # {x}

olur. x < 3 ve x € B i¢in x ¢ izole(B) olur.



A

Y
W:].r—a+w[> zeWCW=W ey
ol o o—e Bnw # {x}
0 1 2 3 K2

e 3 € B noktasini inceleyelim. ¢ > 0 olmak {izere W =|3 — ¢, 400 agik kiimesi igin
Bn W, # {3} olacagindan 3 ¢ izole(B) olur.

A

%Y
Wi =]3 — ¢, +oo x €W, CWy = W €V,

S
l ° BNW; # {3}
N J
~ 3
“o

Kontrol : izole(B) = () C B olur.

(vi) Izole nokta olmayan kapamg noktalar: yigilma noktas: oldugundan B kiimesinin
yigilma noktalari kiimesi
B~ =] — 0, 3]

olur.
Kontrol: B” =] —00,3| C B ve BUB~ = B =| — 0, 3] olur. O
Ornek 2.6.4 N dogal saylar kimesi tizerinde her n dogal sayist i¢in
E,={nn+1,n+2n+3 ..}
olmak tzere
TN:{Q),E,LQNIVTLEN}
topolojisi verilsin. C' = {2,3,4,8} kiimesinin tirev kimelerini bulalim.
Cozum:

(i) (N, 7v) uzayinda acik kiimeler E,, = {n,n+1,n+2,...} seklinde oldugundan z € C
noktasini igeren bir E, = {x, x+1,2+2,...} agik kiimesi i¢in € E, ¢ C olur . Dolayisiyla

her xz € C i¢in x ¢ C olacagimdan
C=0



elde edilir. . .

Kontrol: C'= () € 7y acik kitme ve C' = C C' = {2, 3,4, 8} olur.

(ii) (N, 7y) uzayinda kapal kiimeler {1}, {1,2},...,{1,2,...,n} seklinde oldugundan
C' kiimesinin kapanigs1 C' kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiime

C ={1,2,3,4,5,6,7,8}

olur. Simdi bunu noktasal olarak gosterelim.

e x <8olsun. z € E, € 7y icin CNE, # 0 olur. Buradan x < 8 icin z € C_ elde edilir.

Lo

v €eE,={z,z+1,...,} CNE,#0
2

2
el S

e z > 8 olsun. Fy € 7y acik kiimesi icin € Ey ve C' N Eg = () olur. Buradan = > 8
icin z ¢ C elde edilir.

Q{O
x € Ey={9,10,...,} C'NEy+0

L
he)

Kontrol : C = {1,2,3,4,5,6,7,8} = Ef € 7, kapali kiime (Burada Ey agik kiime oldugundan
ttimleyeni kapali kiime olur) ve C' C C olur.

(iii) C = ) oldugundan C' kiimesinin sinir

" =C—-C=C={1,2,3456,7,8) = E.

olur.
Kontrol: C* = C' = E{ € 7, kapal kiime olur.

(iv) C kiimesinin digi C' kiimesinin kapaniginin tiimleyeni olacagindan

dig(C)=N—-C = Ey

olur.
Kontrol: dig(B) = Eg € 7y agik kiime olur.

(v) C kiimesinin izole noktalarimi inceleyelim.

e v # 8 ve x € C olsun. Her E, agk kiimesi i¢cin z € E, ve 8 € E, olacagindan
CNE, # {x} olur. Buradan x # 8 ve x € C i¢in = ¢ izole(C') olur.



e 8 € C noktas: i¢in inceleyelim. Eg agik kiimesi i¢in C' N Eg = {8} oldugundan 8 €
izole(C) olur.

Kontrol: izole(C) = {8} C C olur.
(vi) Izole nokta olmayan kapanig noktalar1 yigilma noktasi oldugundan C' kiimesinin

yigilma noktalar1 kiimesi
Cc~=1{1,2,3,4,5,6,7}

olur.
Kontrol: C~ ={1,2,3,4,5,6,7} C C ve CUC™~ = C = E} olur. O

2.7 Yogun Kiimeler

Tanmim 2.7.1 (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X alt kiimeleri i¢in yogun kiime tanimlar

o

A£D & A kiimesi (X,7) uzayr icinde yodun
BC A < A kimesi B kiimesi i¢cinde yogun
A=X & (X, 7) uzay iginde her yerde yogun
AC A~ & A kimesi kendt i¢inde yogun

A= 0 & A kiimesi hi¢cbir yerde yogun degil

seklinde verilir.

Ornek 2.7.2 (R,U) uzaymda
o Ay =]2,3[U{4,5,6} kiimesi i¢in

o

A= ([2,3)U {4,5.6})° =J2.3[# 0
oldugundan Ay kimesi (R,U) uzayinda yogundur.
e Ay =|0,1] ve B = [0, 1] olmak tizere

B =10,1[C [0,1] = A
oldugundan As kimesi B kiumesi i¢inde yogundur.

e Q rasyonel saylar kiimesi ve Q' irrasyonel saylar kimesi igin

Q=R=0Q'
oldugundan rasyonel sayilar ve irrasyonel sayplar kimeleri (R,U) uzayinda her yerde
yogundur.



o A3 =|2,3] kiimesi i¢in
A3 :]27 3[C [27 3] = A;

oldugundan Az kimesi kendi i¢inde yogundur.
o 7 tam saylar kumesi ve N dogal saylar kiimest i¢in

oldugundan tam sayilar ve dogal sayilar kiimeleri (R,U) uzayinda hicbir yerde yogun
degildir.
Ornek 2.7.3 (R, D) uzayinda

e B =|2,+o0[ kiimesi i¢in
élz I?R = R 7é @
oldugundan By kiimesi (R, D7) uzayinda yogundur.

o B, =|2,5[ ve C' = [0,5[ olmak tizere

C =10,5[C | —00,5] = By
oldugundan By kimesit C' kumesi i¢inde yogundur.
o By =|2,+o0[ kiimesi igin
B, =R
oldugundan By kiimesi (R, D7) uzayinda her yerde yogundur.

e B, =|2,5] kiimesi i¢in
B, =J2,5[C | - 00,5 = By

oldugundan By kimest kendi i¢inde yogundur.

o B, =|2,5[ kiimesi i¢in

é2: (] —o0,5))° =0
oldugundan By kiimesi (R, D7) uzayinda hi¢bir yerde yogun degildir.
Ornek 2.7.4 (R,* D) uzayinda
o () =] — 00,2[ kiimesi i¢in ]
Cl=R =R #0

oldugundan Cy kimesi (R, D) uzayinda yogundur.



o Cy=1{3,4,5} ve D = [3,8] olmak iizere

D = [3,8[C [3,+c]= Cy

oldugundan Cy kiimesi D kiimesi i¢inde yogundur.

o () =] — 00,2[ kiimesi i¢in
C, =R

oldugundan Cy kimesi (R, D) uzayinda her yerde yogundur.

e Oy =1{3,4,5} kiimesi igin
Cy ={3,4,5} C [3, +o0[= CF

oldugundan Cs kiimesi kendi i¢inde yogundur.

o Cy =1{3,4,5} kiimesi igin
Co= (3, +00])" = 0
oldugundan Cy kimesi (R, D) uzayinda hicbir yerde yogun degildir.

Ornek 2.7.5 I¢i bos olan bir kiime her yerde yogun olabilir.

Coziim: (R,U) uzaymmda, Q rasyonel sayilar kiimesi ve Q" irrasyonel sayilar kiimesi igin

Q=R=0Q

olur. Ayrica rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar kiimeleri (R,U/) uzaymda her yerde
yogundur. O

Ornek 2.7.6 Hicbir yerde yogun olmayan kimelerin sayilabilir birlesimi her yerde yogun
olabilir.

Coziim: (R,U) uzaymnda k € Q igin
{k}=10
oldugundan {k} tek nokta kiimeleri (R,U) uzayinda hicbir yerde yogun degildir. Ancak
Ufkt=Q Q=R
keQ

ve Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir bir kiime oldugundan higbir yerde yogun olmayan
kiimelerin sayilabilir birlesimi her yerde yogun olabilir. O



Ornek 2.7.7 X = {a,b,c,d, e, } kiimesi tizerinde

T — {Xa (2)7 {a}7 {C> d}> {a’ ¢, d}7 {b7 G, d’ 6}}

topologisi verilsin. Bu uzaydaki kapaly kumelerin ailesi

™ ={X,0,{b,c,d, e}, {a,b,e}, {b, e}, {a}}
olur.
e D = {a} kimesi i¢in

D= {a} = {a} #0

oldugundan Dy kimesi (X, ) uzayinda yogundur.

e Dy ={c,d} ve E={b,c,d,e} olmak izere

E ={b,c,d,e} C{b,c,d e} = D,
oldugundan Dy kiimesi E kiimesi i¢inde yogundur.
e D3 ={a,c} kimesi i¢in
Dy=X
oldugundan D3 kiimesi (X, T) uzayinda her yerde yogundur.
o Dy ={c,d} kiimesi igin
Dy ={c,d} C {b,c,d,e} = D
oldugundan Dy kiimesi kendi i¢inde yogundur.
e D5 ={b,e} kiimesi i¢in
Ds= {b,e}° = 0
oldugundan Ds kimesi (X, T) uzayinda hicbir yerde yogun degildir.
Ornek 2.7.8 (X,7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere A kiimesinin (X, 1)

uzayinda her yerde yogun olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bos kiimeden farkls her T'C X
agik kimesi icin ANT # 0 olmasidar.

A=X <= VT CX(T#0,Ter), ANT £



Qézﬁm::>A:Xolsun.TCX(T#@,TET) alt kiimesi i¢in
Ter = z€TCX

= sed . (a-x)
= ANT#0

elde edilir.
< Tersine her T C X(T # 0, T € 1), ANT # ) olsun. Buradan

reXNT e, ANT # 0 zeEA
XCA

X =4 ...(ACX)

R

A kiimesi (X, 7) uzaymda her yerde yogun
elde edilir. 0

Ornek 2.7.9 (X,7) topolojik uzay ve A C X alt kiime olmak tizere A kiimesinin (X, 1)
uzayinda her yerde yogun ise her bos kimeden farkly her U C X a¢ik kiimesi i¢in

U=(ANU)"

olur.
A=X=VYUCXU#DUer), U=(ANU)"

Coziim: ANU C U ve bir kiimenin kapanisini alma islemi sira koruyan bir iglem oldugundan

(ANU)"cU (1)

olur. Diger taraftan x € U i¢in

relU = VVG@(@UHV#@
= ANUNV)#£0 ...(A:X>

= (AmU)mV;«é@

= J:G(AﬂU)

S Uc (AmU) )



olur. (1) ve (2) ifadelerinden

U=(ANU)"
elde edilir.

O

Ornek 2.7.10 (X, 7) topolojik uzay ve A C X olmak tzere asaqidaki ifadeler saglanar.

(i) A kimesi hi¢bir yerde yogun degildir.
(ii) A hicbir yerde yogun degildir.
(iii) (X — A)° kimesi (X, T) uzayinda her yerde yogundur.

Cozim: (i) = (ii) A kiimesi higbir yerde yogun degil ise

A0 = A=0 .. (A:A>
= O=90 (D = /I)
= [ kiimesi hichir yerde yogun degil
=

A kitmesi hichir yerde yogun degil

elde edilir.
(ii) = (i) A hicbir yerde yogun degil ise

A=0 = A= (A: A)

= A kiimesi hi¢bir yerde yogun degil

elde edilir.
(i) < (iii) A kiimesi hi¢bir yerde yogun degil ise

A=) = X— A=X—0

& (X—A _x ...(X—/iz(X—A))
& (X—A) =X ...(X—AZ(X—A)O)
s O0=X (O=(X - A)°)

< [ kiimesi (X, 7) uzaymda her yerde yogun
& (X — A)° kitmesi (X, 7) uzayinda her yerde yogun
elde edilir.



Ornek 2.7.11 (X, 7) topolojik uzay ve A, B C X olmak tizere A ve B kiimeleri (X, 1)
uzayrdan her yerde yogun ise

(i) AU B kiimesi (X, ) uzayinda her yerde yogundur.

(i) AN B kimesi (X, T) uzayinda her yerde yogun olmayabilir.

Coziim: (i) A ve B kiimeleri (X, 7) uzayinda her yerde yogun ise

A=X A B=X

ve
(AUB)" =AUB=XUX=X
olacagindan A U B kiimesi (X, 7) uzayinda her yerde yogun olur.
(ii) (X,7) = (R,U) ve A = Q rasyonel sayilar kiimesi ve B = Q' irrasyonel sayilar
kiimesi olsun. - -
A=R=18B
oldugundan A ve B kiimeleri (R,U) uzayinda her yerde yogun olur.

ANB=10

ve (ANB)~ 0 = () # R oldugundan AN B kiimesi (R, ) uzayimda her yerde yogun degildir.
(Il

Ornek 2.7.12 Bir (X, ) topolojik uzay ve A, B C X olmak tizere AUB = X ve ANB = ()
olsun. A ve B kiimelerinin hi¢bir noktalar i¢ nokta degilse A ve B kiimeleri (X, 7) uzayidan
her yerde yogundur.

Cozum:

(X,7)

A=X—-B veB=X-A

A=0=B

A, B C X olmak tizere AUB = X ve ANB = () olsun. A ve B kiimelerinin hicbir noktalar
i¢ nokta degilse

A=0=8B



olur. Buradan

A = (X-B) . (A=X—B)

[e)

= X-B ...((X—B)_: —B)

9 (é:@)

X
= X
A kiimesi (X, 7) uzayinda her yerde yogun

=

elde edilir. Benzer sekilde B=X olacagindan A ve B kiimeleri (X, 7) uzayidan her yerde
yogun olurlar. O



Bolum 3
SUREKLILIK

Stirekli fonksiyon kavrami, genellikle kalkiiliis veya analiz kitaplarinda ilk olarak kargimiza
gikar. Bir fonksiyonun reel eksen iizerindeki siirekliligi ¢ — 6 tanimi kullanilarak ilk kez
Bolzano tarafindan 1817 yilinda verilmistir. Metrik yapisini kullanmadan genellestirerek,
topolojik uzaylar arasindaki stirekli fonksiyonlar: tanimlamak mumkiindiir.

fr X =Y
x = fla)=y
fonksiyonunun stirekliligi fonksiyonun f(z) = y tamimindan bagimsiz olarak (sabit fonksi-
yon harig) X ve Y kiimeleri tizerindeki topolojilere baghdir.

"Gutta cavat lapidem non vi sed saepe cadendo."
== (Tas1 delen suyun glici degil damlalarin strekliligidir.)

Publius Ovidius Naso

143



3.1 Bir Noktada Sureklilik

Tanim 3.1.1 (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar, f : X — Y fonksiyonu ve bir x € X
noktas: verilsin. Eger f(x) noktasinin her V-C'Y komsulugu igin, f(U) C V olacak sekilde
x noktasiman bir U C X komsulugu varsa, f fonksiyonuna x noktasinda streklidir denir.

(X,7)

[,z € X noktasinda siireklidir <= YV € V() i¢in, U € Yy 5 f(U) CV

[ fonksiyonu, x € X noktasinda sirekli degil <= 3V € Oy VU € Oy icin f(U) LV
— JV ¢ 19(]0@)) E} fﬁl(V) ¢ 19(@

Not. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan ispatlarda ve ¢oziimlerde bu notdan itibaren ” Bir
f fonksiyonu x € X noktasinda stireklidir” ifadesini ” f,x € X, (¢)” notasyonu ile "Bir f
fonksiyonu = € X noktasinda siirekli degildir” ifadesini ” f,z € X,~ (¢)” notasyonu ile

gosterecegiz. O

Teorem 3.1.2 Bir f: (X,7) = (Y, 0) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde, asaqidaki ifadeler
esdegerdir:
(i) f fonksiyonu x € X noktasinda siireklidir.

(ii) YV e ﬁ(f(m)) 1ein, AU € ?9(33) rrel = f(a:) eV dir.
(iii) YV € ﬁ(f(m)) wein, AU € 19(1) U C f_l(V) dir.
(iV) YV e ﬁ(f(x)) 1¢in, f_l(V) S 19(93) dir.



(V) Gfy) ailesi, f(x) noktasinin komsuluklar tabany olmak dizere

ispat.
(i) = (i) f,z € X, (c) ise

VYV € Vpy) icin, U € ¥y 5 f(U) CV
olur. Buradan z € U i¢in
relU = f(x)e f(U)
= f(x)eV L (fU)cCV)
elde edilir.
(ii) = (iii) Her V € 9(s(z)) icin,
ey r0€U= fx)eV

olsun. Buradan
(xeU= f(r)eV) = f(UCV

= UcCf V)
elde edilir.
(iii) = (iv) Her V' € ¥ (y(») i¢in,
U € 9y 2U C fTH(V)

olsun. Buradan

Uevdp = xze€eTCU >sTer
= zeTcf V) (U C V)
= f7H(V) €V
elde edilir.

(iv) = (v) W € G(s(z)) kilmesi verilsin. G(¢(z)) C Y(f(2)) oldugundan, W € ¥z, olur.
(iv) ifadesinden f~'(W) C 94 olur.

(v) = (i) V € Ys(e)) komgulugu verilsin. Buradan

Vedsay = IWEGyw) > flx)eWV ..(Giw) C Vi)
= fHW) ey ...((v) ifadesinden)

olur. Bir O kiime i¢in f(f~'0J) C O oldugundan

fU)=ffw)cwev



olur. U = f~(W) alimirsa
VYV € Vpy) icin, U € Yy 5 f(U) CV
olacagindan f fonksiyonu, z € X noktasinda stireklidir. O
Ornek 3.1.3 X = {a,b, ¢} kiimesi tizerinde
7 ={X,0,{a} {a,b}}
topologisi verilsin. f : X — X fonksiyonu, f(a) = b, f(b) = ¢ ve f(¢) = a seklinde
tanmemlansin. Bu takdirde f fonksiyonu, (X, T) uzayinin hangi noktalarinda sirekli oldugunu

arastiralim.

Cozum: Noktalarin komsguluklarini yazalim.

(X,7) (X,7)
c f = ¢
./\ [ ) @cv & -
N
S ¢ O
e S P Vel oy
b %
Vo) = {X, {a},{a,b},{a,c}} Uity =V = {X,{a,b}}
Yy = {X,{a,b}} Vipwy) = Vo) = {X}
Ui = {X} Vise)) = V) = {X,{a}, {a,b},{a,c}}

f(U) Cc Volmas1 U C f~1(V) olmasim gerektirdiginden verilen noktanin goriintiisiine ait
komguluklarin 6éngortintiilerini inceleyelim.

e a € X noktasi i¢in inceleyelim. f(a) = b noktasmin biitiin komsuluklar1 X ve {a,b}
icin
f7HX) = X €
f~ ({a,0}) ={a, ¢} € V)

oldugundan, f fonksiyonu a € X noktasinda siireklidir.

e b € X noktasi i¢in inceleyelim. f(b) = ¢ noktasinin biitiin komguluklar1 X igin
FHX) =X €9

oldugundan, f fonksiyonu b € X noktasinda siireklidir.



e ¢ € X noktasi i¢in inceleyelim. f(c¢) = a noktasmin {a} komgulugu i¢in

FH{a}) ={c} ¢ 9o

oldugundan f fonksiyonu, ¢ € X noktasinda siirekli degildir.

O

Uyar1 3.1.4 Sureklilik kavrama, lokal bir ozelliktir. Bir noktada surekli olan bir fonksiyon,
diger bir noktada surekli olmayabilir.

Teorem 3.1.5 [ : (X,7) — (Y,0) fonksiyonu ve bir A C X alt kiimesi verilsin. Eger f

fonksiyonu, x € X noktasinda sirekli ve x € A ise f(zx) € f(A) olur.

f,xe X (¢) A xejéf(x)em

Ispat. Bir € A noktasi ve f(x) noktasimn herhangi bir V' C Y komsulugu verilsin.
Buradan

Ved a = [T1(V)Ey (£ ()
= ANf (V)42 (z € A)
= [ANf(V) #f(2)=2
= fANf(T(V) #o (O € Oy)
= fANV#£o (V) V)
= f(z) € f(4)
elde edilir. O

Teorem 3.1.6 f(X,7) — (Y,) ve g : (Y, 1) — (Z,73) fonksiyonlar: verilsin. Eger
[ fonksiyonu, x € X noktasinda sirekli ve g fonksiyonu da f(x) noktasinda sirekli ise,
go f: X — Z fonksiyonu, x € X noktasinda sureklidir.

Ispat. z € X noktasmi ele alahm. Buradan, f(z) € Y ve g(f(z)) € Z olur. Buradan

g, f(:L‘) € Y, (C) = VV e ﬁ(g(f(x))) i(;in gil(V) € ﬁ(f(x))
f,]? < X, (C) = VW e 19(]0(1,)) i(;iIl f_l(W> - 19(95)
= g (V) € i¢in f71 (g7H(V)) €y (W =g (V)
= (go f)~ (V) €V
= gof,zeX,(c)



elde edilir.
(X, 7) (Y,7) (Z,73)

= Vv
=1 w) / 5 W g
z € X, (c) f(@) €Y, (c) - 9(f(2))
reX W

(@) €Y, (0)
1 &X
YV e
=y 5 (9(f(x)))
) ) €0 vw € vy
g O

) € ﬁ(f( )}

3.2 Her Noktada Sureklilik

Tanim 3.2.1 f:(X,7) — (Y, 0) bir fonksiyonu her x € X noktasinda sirekli ise, f
fonksiyonuna X kimesi tizerinde streklidir denir.

Uyar: 3.2.2 Eger [ fonksiyonunun tamwm ya da deger kiimesi tuzerinde birden ¢ok to-
polojik yapwyr ayny zamanda diustintyorsak, f fonksiyonunun hangi topolojiye gore strekli
oldugunu belirtmek gerekir. Bunun i¢in ”f : (X, 1) — (Y, 0) streklidir” ya da ”f fonksiyonu
T — o sureklidir” seklinde ifade edilir.

Not. Islemlerde kolaylik olmast agisindan ispatlarda ve ¢coziumlerde bu notdan itibaren ”Bir
f fonksiyonu X uzayinin her noktasinda sireklidir” ifadesini ”f, (¢)” notasyonu ile ”Bir f
fonksiyonu X wuzayinin her noktasinda sirekli degildir” ifadesini ”f,~ (¢)” notasyonu ile
gosterecegiz. O

Teorem 3.2.3 f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu i¢in, asagidaki ifadeler esdegerdir:
(i) f fonksiyonu sireklidir.

(i) YA C X, f(A) C F(A) olur.

(iii) VE C Y kapalr alt kiimesi i¢in f~(F) C X alt kiimesi (X, 7) uzayinda kapals kiime
olur.

Feo = fliF)er

(iv) VA C Y agik alt kiimesi i¢in f~'(A) C X alt kiimesi (X, 7) uzayinda agik kiime
olur.
Aco=f (A er



Ispat. (i) = (ii) f : (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu ve bir A C X verilsin. x € A i¢in
f(z) € f(A) olur. f siirekli oldugundan,

re A= f(x) € f(A)

olur. Buradan f(A ) C f(A) elde edilir.

(ii) = (iii) /' C Y kapal bir kiime olsun. Her kiime kapanig tarafindan kapsandigindan
f~UF) C f~YF) oldugunu gosterelim. (ii) ifadesinden, her f~'(F) C X alt kiimesi igin,

AR X = (1) C (1)

S fUYF) CF
= J(F)CF -
AcCcB=ACB

olur. Buradan,

FETE) C FETE) = 17 (rGTE)) € £ (FUIED)

(F))CF
= U (ATED) 1) ( fUm e )

FET:>F F

= (FE) c 7P (FIE) € 14 (1))

= (FF) = f(F) (1P )

elde edilir. Kapanigi kendisine esit oldugu i¢in f~!(F') kiimesi (X, 7) uzayinda kapalh kiime
olur.
(iii) = (iv) A C Y acik kiime olsun. Buradan,
Aco = Y—-Aecdt
= (Y —-A)er o (

(
—A) =) - <>>
J) =X

elde edilir. (Burada f~' éngoriintii fonksiyonu oldugundan her zaman igin f~}(Y) = X
saglanir. Fonksiyonun érten olmasina gerek yoktur.)

iii) 1fadesmden)
-1 y
= X—(fY(A4)er . ( =

= fYA)er



(iv) = (i) Herhangi bir # € X noktasmi ve f(z) noktasimin herhangi bir V' C Y
komgulugunu ele alalim. Buradan

Veday = fle)eTcCV (T eo)
= ze fH(T)C f(V)
= [Y(V)edy
= f, (¢) (Teo= fYT)en)

elde edilir. 0

Uyar1 3.2.4 f:(X,7) — (Y, 0) fonksiyonunun her noktada sirekli oldugunu gdstermek
icin en stk kullanilan kriterler agik ve kapaly kiimelerin kullanildige kriterlerdir.

f,(¢) & YU eoigin fH(U)er
f,(c) & VYFeoign [~ (F)ert

Teorem 3.2.5 f: (X, 7)) — (Y, ) fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(i) f fonksiyonu streklidir.

(¢}

(ii) VA C Y alt kiimesi icin f~1(A) C [f~1(A)]°
(iii) VA C Y igin (f-1(A)) € f~1(A).
Ispat. (i) = (ii) f fonksiyonu siirekli olsun. Her A C Y icin

ACY = Aen
= [f(4)en .. (f siirekli)

S AP = A (m cr=Dl= m)
FL(A) € f1(A) (j c A)
= {f—l(ﬁ)r c (AP . (A CB=AcC é)
f

—1(13) C f—l(A)o

olur.



(ii) = (iii) A C Y verilsin. Buradan
ACY = Y-ACY
= Y =A°Cf IV =4 ... ((ii) ifadesinden)

= Y —A) Y — AP ((Y—A)O:Y—/_l)

L) = A C Y - AR
X = (A C[X — [ AP

X = f7H(A) C X = FT(A) (X = @) = X = 7))
7)€ f4(A)

S

elde edilir.
(iii) = (i) £ C Y kapal alt kiime olsun.Buradan

FCY,Fert = fYF)cf4F) ..((iii))ifadesinden

= [UYF)cC fY(F) .. (Fer§:>13:F)

— TE) = fF) ( Hcd )
O=f"'(F)
= fU(F)er
= f, (o)
elde edilir. O

Teorem 3.2.6 [ : (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu ve B C o tabani verilsin. Bu durumda f
fonksiyonunun sirekli olmasy igin gerek ve yeter sart her B € B icin f~Y(B) € T olmasidar.

f,(c) <= VBe®B, f (B er
Ispat. = f siirekli olsun. Her B € B icin
Be®B = Beo ..(BCo)
= fY(B)er ..(f,(c)

elde edilir.
<V BeBigin f~1(B) € 7 olsun. V € ¢ alahm. B taban oldugu icin,

V= J{BicYy : 3B B}

el



olur. V' kiimesinin ongoriintiisiiniin agik kiime olacagini gosterelim.

L) = HUBY)

i€l

= Us'(B) .(BeB= fYB)er)
ZGIHG:——/

= U 'B)er ... (T topoloji)
il
= [f(V)er
= f,(c)
(|

Teorem 3.2.7 f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu verilsin. S C o alt taban olmak tzere, f
fonksiyonunun sirekli olmas i¢in gerek ve yeter sart her S igin f~1(S) € T olmasidar.

f, (c) = VscS8, f 19 er
Ispat. = f fonksiyonu siirekli olsun. Her S € S icin,

SeS§S = Seo ..(8Co)

= [f[YS)Yer ..(f(c)
elde edilir.
< Tersine T' € ¢ agik kiime olsun. § C ¢ alt taban oldugundan, I herhangi bir indis
ailesi J sonlu bir indis ailesi olmak tizere

T:U(ns,-]) > 5, €S
1

i€l \j=
olur. T" kiimesinin ongoriintiisiiniin acik kiime olacagini gosterelim.

7T = AU S)

i€l j=1

— -GLJIf_1<DlS”)
= U(N F(sy)) (SeS=f1S)er
i€l ]le’

= U () (5)

il

( Kapali kiimelerin sonlu )

- arakesiti kapali kiime

j:

~——
€T

B Acik kumelerin herhangi
= U e “)

o =1 birlegimi agik kiime
= fi(T)er
= f.(0)



Teorem 3.2.8 (X, 1) — (Y, 72) ve g: (Y, 72) — (Z,13) fonksiyonlar: sirekli ise
go f: X — Z fonksiyonuda stirekli olur.

Ispat. T € 7 acik kiimesi i¢in
Tern = g T)en . (g, (c))
= [y (D) en - (f:(0))
—_—

= (go f)_l(T) € .. (O, =0,)
~—

U2

= gof (o)

elde edilir.

Ornek 3.2.9 Tanum kiimesi tizerinde ayrik uzay tanwiml olan
[ (X, P(X)) = (Y, 0)
fonksiyon gorunti kimesi tzerindeki topolojiden bagimsiz olarak her zaman streklidir.
Coziim: Her A € o agik kiimesi i¢in
Aeoc = fHACX

Ayrik uzayda her alt kiime
acik kiime olur

= P eri)
= f.(c)

elde edilir. 0



Ornek 3.2.10 Gérinti kiimesi tizerinde kaba uzay tamimly olan
fo(X,7) = (Y.AY.0})
fonksiyon tamam kumesi tuzerindeki topolojiden bagimsiz olarak her zaman streklidir.

Coziim: (Y,{Y,0}) uzaymdaki agik kiimeler () ve Y kiimeleridir. (X, 7) topolojik uzay:
icin 0, X € 7 oldugundan

" W)y=Xerve f'0)=0cr
elde edilir. O halde f fonksiyonu siireklidir. O

Uyar1 3.2.11 Bir f fonksiyonunun surekliligini en zor oldugu durum tanim ve goruntu kimesi
[ (X AX0}) = (Y, P(Y))

seklindedir. X ve Y kimeleri birden fazla elemana sahipse tamim kumesinde kaba uzay ve
goruntiu kumesinde ayrik uzay tanimly oldugunda sadece sabit fonksiyon stirekli olur.

Ornek 3.2.12 Yo € Y sabit bir nokta olmak tzere her x € X noktast i¢in, f(z) = yo
seklinde tanimlanan f . (X, 7) — (Y, 0) sabit fonksiyonu streklidir.

Cozim: Herhangi bir B € o kiimesi verilsin. B kiimesinin ongoriintiisi

_ | @, Yo ¢ B
f 1<B>—{X7 yZeB

olur. §, X € 7 oldugundan f~!'(B) € 7 elde edilir. Sonug olarak sabit fonksiyon siirekli
olur.

y()GB:>f71(B):X

Sonug 3.2.13 Sabit fonksiyon tanwm ve gorintu kumes: tizerindek: topolojilerden bagimsiz
olarak her zaman sireklidir.

Ornek 3.2.14 f: (X, 7) — (X, 7) birim fonksiyonu stireklidir.



Cozim: f: (X,7) — (X, 7) birim fonksiyonu, her x € X noktasi i¢in, f(x) = x geklinde
tanimhidir. Her B € 7 acgik kiimesi i¢in

Ber = f'(B)=B ..(f birim fonksiyon)
= [f'(B)er .(Ber)
= f.(c)

elde edilir. 0

Ornek 3.2.15 X kiimesi birden fazla eleman igceren bir kume ve
f : <X7T1> — (X7T2)

birim fonksiyon olmak tizere eger T topoloji 7o topolojisinden daha kaba ise birim fonksiyon
surekls degildir.

Cozum: 7, C 75 olsun. Buradan

Wen >U¢n
olur. U € 1 i¢in f~Y(U) = U ¢ 7 oldugundan f fonksiyonu siirekli degildir. O
Sonug 3.2.16 Birim fonksiyon her zaman surekli degildir.

Ornek 3.2.17 I herhangi bir indis ailesi olmak tizere (X, (7i)icr) topolojiler ve (Y, o) to-
polojisi verilsin. Eger her v € I i¢in

f(X.m) = (Y, 0)
fonksiyonu stirekli ise,
f: (X,ﬂn = 7') — (Y, 0)
iel
fonksiyonuda stireklidir.
Coziim: Her A € o kiimesi i¢in,
Aceoc = Viel,fY(Aer
= f7H(A) € N7

il
oldugundan f fonksiyonu 7 topolojisine gore siireklidir. O
Ornek 3.2.18 (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tzere f : (X, 7) — (Y, 0) birebir ve

orten fonksiyonunun xq € X noktasinda stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A C X
alt kiimesi igin, xo € A~ ise f(xo) € f(A)”™ olmasidur.

foirebir ve orten N f,xg € X, (c) <= (VAC X,z0 € A™ = f(z0) € f(A)7)



Coziim: = f fonksiyonu xy € X noktasinda siirekli olsun. Kabul edelim ki xy € A™ olsun.
f(zo) € f(A)™ oldugunu gosterelim. Buradan

Ve 19(]0(930)) = fﬁl( ) S 19 (f, xo € X, (C))
= Aﬂ( ( ) {ZL’()}) %@ ...(a?()EAN)

= flAn(f” (V) {zo})| #f(0) =10

C

f birebir ise
— ANV - {f )] £ 0 ([ brten = [ = Id)
= f(wo) € f(A)”

elde edilir.

< Tersine X kiimesinin her A alt kiimesi igin, o € A~ iken f(zy) € f(A)” olsun.
f fonksiyonunun z, € X noktasinda stirekli oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki f
fonksiyonu x noktasinda siirekli olmasin. f fonksiyonu zy noktasinda siirekli olmadigindan

f,[EoEX,N(C) = VU€Q9(x0)7E|V€19(f(xO 9f QV (1)
= YU €V, v€U A f(x) ¢V olacak sekilde x € X vardir (2)

olur. Bu sekildeki biitiin z elemanlarini eleman kabul eden kiime A kiimesi olsun.
A={zx : z €U f(x) ¢V veU € ,}

(1) ifadesinden zp € A ve (2) ifadesinden zy € A~ saglanir. Ancak X kiimesinin her A alt
kiimesi i¢in, zp € A~ iken f(xg) € f(A)™ oldugundan, f(zo) € f(A)” elde edilir. Bu ise
bir geligskidir. Kabuliimiiz yanhstir. f fonksiyonu xy noktasinda stireklidir. O

Sonug 3.2.19 (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak dzere, f : (X,7) — (Y, o) birebir
ve orten fonksiyonunun strekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A C X alt kiimesi icin
f(A™) C ((f(A))™) olmasidar.

Ornek 3.2.20 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tzere, f : (X,7) — (Y,0) bire-
bir ve orten fonksiyonunun xo € X noktasinda sirekli olmasy i¢in gerek ve yeter sart her
A C X alt kiimesi igin xg € A® ise f(xo) € (f(A))® olmasidr.

fbirebir ve orten N\ f,xg € X,(c) <= (VA C X,zq € A° = f(z0) € f(A)”)

Coziim: = f fonksiyonunun xy € X noktasinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bir A C X
alt kiimesi i¢in xy € A® olsun. Bu durumda



VeV iy = [H(V)E D) - (f,m0 € X, (¢))

x9 € A®,
FFHVYNA#D A .
FUTVNAI#FO) A
= fLV)N(X = A)]#f(0)
L )N FA) A0 A (10:9)
FUTTVNNFUX —A)]#0D "\ f birebir
= VASW A0 AV - ) 20 (TS S

= f(xo) € f(A) Af(xo) € (Y — f(A)”
= [(w) € f(A)°

elde edilir.
<« Tersine |3.2.3| teoremi geregince (ii) = (i) VA C X, f(A) C f(A) saglaniyorsa f

fonksiyonu siireklidir ifadesi A kiimesinin her kapanig noktasi icin saglanir. A* C A igin

Vo € A’ = To € A
oldugundan ispat agiktir. O

Sonug 3.2.21 (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak izere, f : (X,7) — (Y,0) birebir
ve orten fonksiyonunun strekli olmasi icin gerek ve yeter sart her A C X alt kiimesi icin

f(A%) C (f(A))* olmasidur.

Ornek 3.2.22 (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar olmak izere, f : (X, 1) — (Y, 0) birebir ve
orten fonksiyonunun xo € X noktasinda surekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her B C'Y
alt kimesi i¢in xg € (f~1(B))~ ise xg € f~1(B™) olmasuidur.

Coziim: = f fonksiyonunun z, € X noktasinda siirekli, birebir ve érten olsun. (Y, o)
uzaymin herhangi bir B alt kiimesi i¢in 2y € (f~!(B))” olsun. Buradan



VeV @y = [THV) €Dy . (fimo € X, (0))
S BN (FV) - (o)) £0 ~(aw € S(BY)
S LB OV~ aoh)] £ £ O
U BN L) - o) £ ()
= BNV —{f(x9)}) #0 .. (f orten = ff~! = Id)
= f(ZL'Q) c B~

= xp€ f1(BY)

elde edilir.
< Tersine f(xy) € B~ oldugunda zy € f~}(B~) olsun. f fonksiyonunun, zo € X
noktasinda siirekli oldugunu gosterecegiz. Teorem [3.2.5 geregince, (iii) = (i) VA C Y i¢in

(f~1(A) cCf *1(141 ) saglaniyorsa f fonksiyonu siireklidir ve her yigilma noktasi bir kapanig
noktasi oldugundan ispat acgiktir. O

Ornek 3.2.23 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak izere, f : (X,7) — (Y,0) birebir
ve orten fonksiyonunun sirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her B C'Y alt kiimest i¢in

(f~YB))” c f~YB~) olmasidar.

Ornek 3.2.24 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak iizere, f : (X,7) — (Y,0) bire
bir ve orten fonksiyonunun xo € X noktasinda sirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart her
B CY alt kiimesi i¢in xg € (f~Y(B))® ise o € (f~1(B®)) olmasim gerektirmesidir.

Coziim: f fonksiyonunu birebir ve orten ve xy € X noktasinda stirekli olsun. (Y, o)
uzayinin herhangi bir B alt kiimesi verilsin ve bu alt kiime i¢in xo € (f~*(B))° olsun.



Buradan

V €ty = [7H(V) €V . (frm0 € X, (c))

FUVYAFB) £ e
-1 nf-1 A . e

7N (X - f(B) # 0 S jm& W
fUTWVNfFBI#FO) A

= fLV)N(X =B A FO)

N FUETTVNN (B A0 A ( f@0) =0 )
FUTTV)NFIX = fH(B)]#0 "\ f birebir

= VAB#0 AVN(Y —B)#0 ...(fértfnfz(»)’t]:;:[d)

= flzo) €B A flzo) € (Y —B)”
= [(xo) € fTYB)*

elde edilir.

< Tersine f(xy) € B° oldugunda zy € f~'(B®) olsun. f fonksiyonunun, xy € X
noktasida siirekli oldugunu gosterecegiz. Teorem [3.2.5| geregince, (iii) =(i) VA C Y i¢in

(f~YA) cCf _1(141) saglaniyorsa f fonksiyonu siireklidir ve kiimenin siniria ait her nokta
bir kapanig noktasi oldugundan ispat agiktir. O

Sonug 3.2.25 (X, 1) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak izere, f : (X,7) — (Y,0) birebir
ve orten fonksiyonunun strekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her B C'Y alt kiimesi i¢in
(f~YB))* C fYB*) olmasidar.

Ornek 3.2.26 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak izere, f : (X,7) — (Y,0) birebir
ve orten fonksiyonunun strekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A C X alt kiimesi icin

(f(A))° C f(A) olmasidar.

Cozim: = f: (X,7) — (Y, 0) birebir érten ve siirekli bir fonksiyon olsun. (X, 7) uzayimn
her A C X alt kiimesi i¢in (f(A))° C f(A°) oldugunu géstermek igin

f(@) € (FA)° = f(z) € f(A)

ifadesi yerine bu ifadenin karsit tersi

F(@) & F(A) = f(z) ¢ (F(A)°



ifadesini gosterelim. f(z) ¢ f(A°) olsun. Buradan

f@) g f(A°) = ¢ A
= xG(X—/i)

olur. Buradan

Ve ﬁ(f(x)) = fﬁl(V) S 29(90) (f, xo € X, (C))
= (X —A) N (V) A0 oz (X — A))

= fIX=Anf (V)] #f0)

= FIX= AN FV)) £ ( AN )
= (fF(X)—fA))NV #£D ..(f orten = ff~! =1Id)

= (Y= fA)NV £D
= flx)e Y —f(4)
= flx)eY - f(A)

= f(2) ¢ f(A)

elde edilir.
<« Tersine (X, 7) uzaymin her A C X alt kiimesi i¢in

(F(A)7 ) (1)

olsun. f fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterecegiz. Her f(U) € o acik kiimesi i¢in



f7Yf(U)) € T oldugunu gosterelim. f(U) C Y igin

FUycy = (FU)*cfU) (1) ifadesinden)
= f(U)C (V) L(FWU) €= (FU)) = (F(U))
= [ C (D))
=~ UcU . (f birebir = f1f = Id)
= U= (} (ZO] - U)
= Uer
= [ surekli

elde edilir. 0

3.3 Homeomorfizm

Bir simit ile cay fincan1 homemomorftur. Simit i¢indeki delik, ¢ay fincanindaki kulp ile
eglesir. Cay fincaninin geri kalan kismi, karelerin diske doniigserek kaybolmasi ile simitin ka-
lan kismini1 tamamlar. Bu nedenle, topoloji bilen bir kigiden, bir simit ile bir ¢ay fincaninin
yapisini farkli olarak gormeyen bir kisgi olarak bahsedilebilir.

Topoloji bilmeyenler bu iki sekil arasindaki baglantiy1 anlayamacak
Tanim 3.3.1 (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylars ve f : X — Y fonksiyonu verilsin. Eger
asaqidaki ozellikler saglamirsa, f fonksiyonuna homeomorfizm denir:
(i)  f fonksiyonu birebir
(ii)  f fonksiyonu orten
(iii) f fonksiyonu strekli
(

iv) [ fonksiyonu siirekli



Tanim 3.3.2 f: (X, 7) — (Y, 0) fonksiyonu homeomorfizm ise (X, ) ve (Y, o) uzaylarina
homeomorf uzaylar denir. X ve Y kiimelerine homeomorftur (es yapildir) denir ve
X 2Y ile gosterilir.

Ornek 3.3.3 A= {a,b,¢},Y = {1,2,3} kiimeleri izerinde sirasiyla T = {0, X, {a}, {b}, {a, b}}
ve o = {0, X, {1},{2},{1,2}} topolojileri verilsin.

(X7 7—) (Y, O')
o ®y / o 1
Birebir ve orten
e ° 2
*3
f*:1 —o

7 ={0, X, {a}, {b},{a,b}} o={0,Y, {1}, {2}, {1.2}}

f:(X,7) = (Y,0) bir homeomorfizm olmasi, T ailesinin agiklary ile o ailesinin agiklar
arasinda birebir bir eslesme gerektirir. Acik kiimeler arasindaki bu birebir eslesme f ve f=1
fonksiyonlarinan stirekli olmasiny gerektirir. Ayrica her agik kiimenin timleyeni kapali kiime
olacagindan f : (X, 7) — (Y, 0) bir homeomorfizm olmasi T° ailesi ile o* ailesi arasinda da
birebir bir eslesme gerektirir.

f1, fo ve f3 fonksiyonlar:

f1:X—>Y fg:X—>Y f3iX->Y

a1 a2 a3
b— 2 b—1 b— 2
c— 3 c— 3 c— 1

seklinde tanimlamirsa fi ve fo homemomorfizm olur. f3 altinda T ailesindeki acik kimelerin
goruntusi o ailesinde a¢ik kuimeler olmadigindan f3 homeomorfizm degildir.

Uyar1 3.3.4 (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylars ve f : X — 'Y fonksiyonu verilsin. Eger
(i) f fonksiyonu birebir ve orten,

(ii) f(r) ={f(T):Ter}=0

ozellikleri saglamiyorsa bu takdirde f fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Uyar1 3.3.5 (X, 7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar ve f : X —Y fonksiyonu verilsin. Eger
(i) f fonksiyonu birebir ve drten,

(i) f(r') = {f(K): K € 7'} = o

ozellikleri saglaniyorsa bu takdirde f fonksiyonu bir homeomorfizmdir.



Uyar: 3.3.6 (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylari ve f : X — Y fonksiyonu verilsin. Eger
[ fonksiyonu bir homeomorfizm ise bu takdirde f= : (Y,0) — (X, 7) fonksiyonu da bir
homeomorfizmdir.

Tanim 3.3.7 f : (X,7) — (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger (X, T) uzayiman her a¢ik alt
kiimesinin gorintisi (Y, o) uwzayinda agik bir kime ise f fonksiyonuna agik fonksiyon
denir.

fagik fonksiyon <= YU € 71 i¢in f(U) € o

Eger (X, 7) uzaymn her kapaly alt kiimesinin gorintisi (Y, o) uzaynda kapalr bir kime
1se f fonksiyonuna kapalr fonksiyon denir.

fkapaly fonksiyon <= VF € 1° icin f(F) € o'

Ornek 3.3.8 X = {a,b,c} kimesi tizerinde 7 = {0, X, {a}} topolojisi verilsin.
f: X, — (X,7)
r — f(x)=a
olmak tzere
VU € 7 igin f(U)={a} €T
oldugundan f agik fonksiyondur. Ancak {b,c} € 7" kapali kimesi icin f({b,c}) = {a} ¢ 7
oldugundan f kapaly bir fonksiyon degildir.
Ornek 3.3.9 (R,U) alisilmas uzayinda

FiooRU — (RU
|_>

olmak tzere

YU e U igin f(U) = {a} e U’
oldugundan f kapaly fonksiyondur. Ayrica U =]0,1] a¢ik kimesi i¢in f(U) = {a} ¢ U
oldugundan f ag¢ik bir fonksiyon degildir.

Uyar1 3.3.10 Bir fonksiyonun sirekli olmasi o fonksiyonun agik veya kapali fonksiyon
olmasiny gerektirmez. Sabit fonksiyonun her zaman sirekli oldugunu biliyoruz. Orne
orneginde sabit fonksiyon agik ama kapali olmayan bir fonksiyon Orne ornegmde ise
sabit fonksiyon kapali ama a¢ik olmayan bir fonksiyon olduguna dikkat ediniz.

Ornek 3.3.11 X = {a,b,c} kiimesi tizerinde 7 = {0, X, {a}} topolojisi verilsin.

f+ X,n — (X,7)
x — f(x)=0»b

olmak tzere {a} € T agik kimesi i¢in f({a}) = {b} ¢ T oldugundan f a¢ik bir fonksiyon
degildir. Ayrica {b,c} € " kapalv kiimesi i¢in f({b,c}) = {b} ¢ 7' oldugundan f kapals bir
fonksiyon degildar.



Sonug 3.3.12 ”Bir fonksiyon a¢ik fonksiyon degilse kapali fonksiyondur” veya ”Bir fonk-
siyon kapaly fonksiyon degilse agik fonksiyondur” ¢ikarimlary yapilamaz. Bir fonksiyon ne
agik ne de kapaly fonksiyon olabilir.

Ornek 3.3.13 X = {a,b, ¢} kiimesi izerinde T = {0, X, {a}, {b, c}} topolojisi verilsin.

f: X,n = (X,7)
r — f(x)=a

olmak tizere
YU € 71 igin f(U) ={a} €T
oldugundan f ag¢ik fonksiyondur. Ayrica
VE € 7" icin f(F) = {a} € 7
oldugundan f kapalr fonksiyondur.
Sonug 3.3.14 Bir fonksiyon hem acik fonksiyon hem de kapali fonksiyon olabilir.

Uyar1 3.3.15 f fonksiyonunun sirekli olmasi halinde a¢ik (kapaly) kiimelerin dngéorintiile-
rinin acik (kapaly) kiime oldugunu biliyoruz. Sonug olarak sirekli f : (X, 7) — (Y, o) fonk-
siyonu birebir (f~'f = Id) ve orten (ff~' =1d) ise f~':(Y,0) = (X, 7) fonksiyonu da
hem ac¢ik hem kapalr bir fonksiyon olur.

Teorem 3.3.16 (X, 7),(Y,0) topolojik uzaylar ve f : (X,7) — (Y,0) fonksiyonu birebir
ve orten olmak tzere, f fonksiyonunun agik olmasi icin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun
kapalr olmasidar.

ispat. = [ fonksiyonu birebir, orten ve agik bir fonksiyon olsun. Buradan

f acgik fonksiyon = VU € 7igin f(U) € o

= X-Uert L(WUerTeo X —Uer
GO’t
= fX-U)=f(X)-fU)=Y - f(U) .. (f orten)
A hpay

= [ kapali fonksiyon
elde edilir.

<« [ fonksiyonu birebir, orten ve kapali bir fonksiyon olsun. Buradan

f kapali fonksiyon = VF € 7' igin f(F) € o

= X—-Fer ~(VFert X—-Fer)
€o
= f(X=-F)=f(X)—f(F)=Y — f(F) ... (f orten)
€T ?;/

= f acik fonksiyon



elde edilir. 0

Teorem 3.3.17 (X, 7),(Y,0) topolojik uzaylar ve f : (X,7) — (Y,0) fonksiyonu birebir
ve orten olmak uzere, f fonksiyonunun acik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[7(Yo) = (X,7)
fonksiyonunun surekli olmasidar.
Ispat. f: (X, 7) — (Y, 0) fonksiyonu birebir ve érten olsun. Buradan
f acgik fonksiyon < VU € 7igin f(U) € o
o Weridn (f) U e .. ((f—l)*1 —f o f bz’jek:tz’f)
& fLsiirekli
elde edilir. O

Sonug 3.3.18 (X, 7),(Y,0) topolojik uzaylar ve f : (X,7) — (Y,0) fonksiyonu birebir,
orten ve stirekli olmak tizere, f fonksiyonunun acik olmasi, kapalr olmasi ve f=1 ters fonk-
siyonunun surekli olmasy denk ifadelerdir.

factk <= f kapalh <= f~! sirekli

Sonug 3.3.19 Homeomorfizm taniminda (tanam [3.3.1) (i), (ii) ve (iii) saglanmasy duru-
munda (iv) ifadesi yerine

(iv') f agik fonksiyon

(iv") f kapal fonksiyon
ifadelerinden bir tanesinin gosterilmesi yeterlidir.

Ornek 3.3.20 R kimesi tzerinde alisilms topologi verilsin. I =la,b] ve Iy =]c,d] bos
kiimeden farkl iki agik aralik olmak tizere I, ve Iy homeomorftur.

Coziim: Acgik araliklarin tanimi geregi I; ve I bog kiimeden farkli olduklarindan a < b ve
¢ < d olur. Buradan a — b # 0 ve ¢ — d # 0 elde edilir. Her = € I igin
f : Il — IQ

T f(x):c+—(d_c>(x_a>

b—a
fonksiyonu iyi tanimli birebir ¢rten ve siireklidir. Ayrica Her y € I, i¢in

f_li 12 — [1
(b—a)(x—c)

r = flx)=a+ p—

fonksiyonu stirekli oldugundan I; = I elde edilir. O



Sonug 3.3.21 (R,U) uzayinda agik araliklar birbirine homeomorftur.
Sonug 3.3.22 (R,U) uzayinda kapale araliklar birbirine homeomorftur. Vd

Ornek 3.3.23 R kiimesi tzerinde alisilmas topoloji verilsin. f: R — |—1,+1[, her x € R

noktast i¢cin
x

@) =13

seklinde tanimlanan f fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Cozum: f fonksiyonunun birebir ve 6rten fonksiyon oldugu agiktir. Buradan
/7' :]-1,41] — R fonksiyonu, her x € |—1,+1] noktasi i¢in

oz
1|2

f~ (@)

seklinde tamimhidir. Ayrica her x1, 2 € R (21 < x3) noktalari igin f(xq) < f(22) oldugundan
f fonksiyonu artan bir fonksiyondur. Sonug olarak —1 < ¢ < d < +1 kogulunu saglayan
her e, d[ C R agik araligy igin

17 (Je,dl) :} 1—C|c|’ 1—d|d| {eu

oldugundan f fonksiyonu siireklidir. Ayrica her ]a,b[ C R agk aralig: i¢in

a b
1+]al” 1+ |b|

F(Jautl) = cu

oldugundan f fonksiyonu acik fonksiyondur. Sonug olarak f fonksiyonu bir homeomorfizm-
dir. O halde R reel sayilar kiimesi ile |—1, +1[ acik araligi homeomorftur ve R=]—1, +1]
seklinde gosterilir.



| 104
/—\
J-LU=R sy
V
54
254 | flx)y= l%li:r
8 6 4 2 0 2 4 6 8 ”
-2.5+
5 —1 r
f (*L) = 1z
7.5+

O

Ornek 3.3.24 R kimesi tizerinde alisilmas topoloji verilsin. f:]—1,4+1[ — R fonksiyonu

her x € |—1,+1] noktas igin
flz) = tcm(?)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde [ fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Cozum: f fonksiyonu birebir, 6rten ve siireklidir. Ayrica her x € R noktasi icin

f1(z) = Zarctanx
m

seklinde tanmimlanan f~! fonksiyonu da siireklidir. Buradan f fonksiyonu bir homeomor-
fizmdir ve |—1,4+1[ = R olur.



v

O

Lemma 3.3.25 f : X — Y bir homeomorfizm ve g : Y — Z bir homeomorfizm ise
go f: X — Z bir homeomorfizm olur. X uzayr Y uzayimna homeomorf ve Y uzaypda Z
uzayina homeomorf ise X uzay Z uzayina homeomorf olur.

Sonug 3.3.26 (R,U) alissilmas uzayinda her agik aralik R kiimesine homemorf olur.

O O

gof

la,o[ =] —-1,+1[= R
Tanim 3.3.27 f: (X, 7) — (Y, 0) bir homeomorfizm olmak tzere (X, T) topolojik uzayina
ait bir (p) ozelligi (Y, o) uzayinda da bulunuyorsa (p) dzelligine topolojik 6zellik denir.

Ornek 3.3.28 | — 1, +1[= R olmaswna ragmen | — 1,+1[ ve R farkl uzunluklara sahiptir.
Buradan uzunluk bir topolojik ozellik degildir.



Bolum 4

MEVCUT TOPOLOJIDEN YENI
TOPOLOJI

4.1 Operator ile Topoloji Elde Etmek

Topolojide, Kuratowski kapanig aksiyomlari, bir kiimenin iizerinde topolojik yapiy1 tanimlamak
icin kullanilabilen bir dizi aksiyomlardir. Bu aksiyomlar daha yaygin olarak kullanilan agik
kiime tanimina esdegerdirler. Ik kez Kazimierz Kuratowski tarafindan formalize edilmislerdir
ve daha sonra Wactaw Sierpinski ve Antéonio Monteiro gibi matematikgiler tarafindan in-
celenmistir.

Benzer bir aksiyom kiimesi, bir kiimenin i¢i, digi ve siir1 kavramlar: kullanilarak bir
topolojik yapinin tanimlanmasi kullanilmigtir.

Tamim 4.1.1 X # () olmak tizere her A C X alt kiimesi igin

a: P(X) — P(X)

A = a(A)
donisumi
[K1] «a(0)=10
[K2] Her AC X igin, AC a(A)
[K3] Her AC X i¢in, «a(A)=a(a(A))
[K4] Her A,B C X i¢in, a(AUB)=a(A)Ua(B)

aksiyomlarini saghyorsa o donisimiine Kuratowsks kapanis operatéri, [K1], [K2], [K3], [K4]
aksiyomlarina Kuratowsk: kapanis aksiyomlar: denir.

Uyar1 4.1.2 « operatoriniin birlegim igslemini koruma ézelliginden ([K4] ) bir sonug ola-

rak, asagqidaki kosul elde edilir:
[K4'] Swra koruyan (monoton) olmasi: A C B = a(A) C a(B).
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Ayrica [K4] ifadesinden daha zayif bir aksiyom olan [K4"] (alt toplamcilik) 6zelligi
[K4"] Alt toplamcr olmasi: Her A, B C X i¢in, (AU B) C a(A) U «a(B)
olarak verilir. Bu durumda [K4'] ve [K4"] aksiyomlar: birlikte [K4] ile esdegerdir.

(K] A[KA"] <= [K4]

Tanim 4.1.3 Eger a dontugimi [K1], [K2], [K4] aksiyomlarin saghyorsa o donigimiine
Cech kapamis operatori, ejer [K2],[K3],[K4] aksiyomlarni saglyorsa Moore ka-
panas

operatori denir.

Teorem 4.1.4 X kiimesi tzerinde
K={ACX :a(4)=A4}
ailesi bir topolojgi belirtir.

Ispat. K ailesinin kapallar aksiyomlarini sagladigini1 gosterelim.

T]. [K1] ifadesinden
a@)=0 = 0ek

olur. [K2] ifadesinde A = X alinirsa X C a(X) olur. a Kuratowski kapanig operatorii tanimidan
a(X) € X oldugundan
Xek

elde edilir.
T;. I herhangi bir indis ailesi olmak tizere A; € K olsun. [ A; € K oldugunu gésterelim.

iel
Bir j € I igin (A; C A, olur. Buradan
iel
NA CA = ( Az) C a(4)) ... (& monoton)
el el
= < Az) C AJ (Oé (AJ) :AJ>
icl
= ( ) C A ... (Vi € I i¢in saglanir)
iel el
= ( ) NAi .. ([KQ] ifadesinden (Ai C « (ﬂAz))
el el el il
= NAek
iel

elde edilir.
Ti. A,B € K igin AU B € K oldugunu gosterelim.



a(AUB) = a(A)Ua(B) ... ([K4] ifadesinden)

AeK=a(A)=A
BelC:>a(B):B>

~ AUBEeK ..(a(AUB) = AUB)

- AUuB -

Uyar1 4.1.5 K ailesi kapalilar aksiyomlarina sagladigindan
T={BCX :B=X—-A, Ae K}
ailesi X kumesi tuzerinde a¢iklar aksiyomlaring saglar.

Teorem 4.1.6 Bir (X, 1) topolojik uzayinda o Kuratowski kapanis operatori olmak tizere

a(Ad) = A
esitligi saglanar.
ispat. A C X i¢in
ACX = a(a(b)=a(A) ... ([K3] ifadesinden)
= a(A) ek
= ACa(A) ... ([K2] ifadesinden)
_ ( A kiimesi A kiimesini kapsayan )

= ACa(4 en kiiciik kapal kiime ve o (A4) € K

(1)

elde edilir. Ayrica A kiimesi A kiimesini kapsayan en kiiciik kapal kiime oldugundan A
kiimesini A kiimesini kapsayan biittin kapali kiimelerin arakesiti oldugundan A kiimesinin
kapanist

A:ﬂ{FcX ACF AN Fer =K}

olarak yazabilir. Buradan '

FeKkK = F=a(F)
= F=a(AUF) ~(ACF)
= F=a(A)Ua(F) ... ([K4] ifadesinden)
= F=a(A)UF . (F=a(F))
= a(A)CF
= a(A)CF* .. (VF C X igin saglanir)
= a(Ad)C A (2)



olur. (1) ve (2) ifadelerinden
a(A) = A
esitligi elde edilir. O
Teorem 4.1.7 X # () olmak tizere her A C X alt kiimesi i¢in
p: P(X) — PX)

A o )
dontsimi
1] 5(0) =0
[I2] Her AC X i¢in, [(A)C A
[I3] Her AC X icin, f(A) = B(B(A))
[I4] Her A,B C X i¢in, B(ANB)=p(A)NpB(B)

ozelliklerini saglasin. Bu durumda
plA) = A
ailesi X kumest uzerinde bir topoloji belirtir.

Ispat. 7 ailesinin aciklar aksiyomlarini sagladigini gosterelim.

Ty. [11] ifadesinden
fX)=X = Xer

olur. [/2] ifadesinde A = () alimirsa 5(0)) C 0 olacagindan
pO)=0ecT
elde edilir.

T5. I herhangi bir indis ailesi olmak {izere A; € 7 olsun. |JA; € 7 oldugunu gosterelim.

Bir j € [icin A; C UIA,- olur. Buradan “
ic
A; C LJIAi = [B(4;,)Cp (UIAZ) ... (8 monoton)
ic ic
= A;Cp (ZLGJIAZ) - (B(4) = 4))
= UIAi cp (UIAl) ... (Y1 € I i¢in saglanir)
i€ i€

= JA, =8 <UAZ-) ([12} ifadesinden 3 (UAi) - UAZ-)

el il el el

= UYAdier

el



Ts5. A, B € 7 igin AN B € 7 oldugunu gosterelim.

B(ANB) = B(A)NB(B) ... ([14] ifadesinden)
B AerT=p(A)=A4
= AnB "'(BGT:>5(B):B>
= ANBer . (B(ANB)=ANDB)

Teorem 4.1.8 Bir (X, 1) topolojik uzayinda G operatori igin

B(A) = A
esitligi saglanar.
ispat.
A C X igin
ACX = pB(B(A)=a(4) ... ([13] ifadesinden)
= [B(A)er
= [B(A)CA ... ([12] ifadesinden)
. < /Zi kiimesi A kiimesinin kapsadigi )

= [(A)CA biiyiik acik kiime ve §(A) € 7

(1)

elde edilir. Ayrica A kiimesi A kiimesinin kapsadigi en biyiik agik kiime oldugundan A
kiimesini A kiimesi tarafindan kapsanan biitiin acik kiimelerin birlegimi seklinde

A:U:{GCX :GEA/\GET},
G*

yazabiliriz. Buradan

Ger = G=p(G)
= G=p0(ANG) ..(GCA)
= G=p0(A)NE(G) ... ([I4] ifadesinden)
= G=0(ANG .. (G=pB(G))
= G C p(A)
= UG*" C B(A) .. (VG C X igin saglanr)
= ACB(A) 2)



olur. (1) ve (2) ifadelerinden

esitligi elde edilir.



4.2 Baslangic Topolojisi

Bu boliimde verilen bir fonksiyondan yararlanarak gortintii kiimesi tizerindeki topoloji-
den tanim kiimesi iizerinde bir topoloji elde edecegiz. Sonrasinda bu yontemi genellestirerek
baglangic topolojisinin tanimini verecegiz.

Teorem 4.2.1 f: X — Y bir fonksiyon ve o ailesi Y kiimesi tizerinde bir topoloji olmak
uzere

n={AcCcX A= f1V), vea}
ailesi X kumesi tuzerinde bir topoloji belirtir.
Ispat. T;. (Y, o) bir topolojik uzay oldugundan ), Y € o i¢in
70 =0
[Y)=x

oldugundan 0, X € 7; olur. (Burada f~! éngoriintii fonksiyonu oldugundan f~1(Y) = X
olmasi igin f fonksiyonunun orten olmasina gerek yoktur.)
T5. I herhangi bir indis ailesi olmak {izere her i € [ igin A; € 7; olsun. |JA; € 7;
i€l
oldugunu gosterelim.

AiETZ' = EIV;GO’Qfﬁl(‘/i):AZ‘
= UAi=Ur'm)

il iel

= UAl-:f—l(UVZ) <V;ea:> UV;ea)
iel il il

= UAz S
i€l

T5. A1, Ay € 7; olsun. A; N Ay € 7; oldugunu gosterelim. Aq, A € 7; oldugundan
Vi, Va€o 5 fH(Vi) =Apve fTH(Va) = Ay
olur. Buradan
AiNAy = (V)N fH(Ve)
= [ (VinWy) . (V,Vhaeoc=ViNnl; €o)
= A NAy e
elde edilir. O

Tanim 4.2.2 f: X — Y bir fonksiyon ve o ailesi Y kiimesi tizerinde bir topoloji olmak
uzere

n={AcCcX A= f1V), vea}

topolojisine o topolojisinin f fonksiyonu altindaki ongoruntisi denir.



Uyar1 4.2.3 f: X — Y fonksiyonu icin o topolojisinin f fonksiyonu altindaki ongorintisi ;
ailesi olmak tzere

e o topolojisi degistikce T; ailesi degisir.
o [ fonksiyonunun tamims degistikce 7; ailest degisir.

o herV € o agk kimesi i¢cin f~1(V) € 7; oldugundan f : (X, ;) = (Y,0) fonksiyonu
sureklidir.

Teorem 4.2.4 f : (X, ) — (Y, 0) surekli bir fonksiyon ve o topolojisinin f fonksiyonu
altindaki ongorintisu 7; topolojisi ise

T; C To
olur.

Ispat. A € 7; olsun. Buradan

Aer, = WV eo > A=f1YV)

- den (v e ren)

A= f"1(V)
= 7, C T

elde edilir.

f: (XvTQ) - (Y,O'), (C)
Veo =f1(V)er A:f_l(V)

O

Sonug 4.2.5 (Y, 0) topolojik uzay olmak tzere f : X —'Y fonksiyonu siirekli olacak sekilde
X kimesi tzerinde tanimlanabilecek en kaba topoloji o topolojisinin f fonksiyonu altindaki
ongoruntusudir.



Not. f: (X,P(X)) — (Y, 0) fonksiyonunun her zaman siirekli oldugunu biliyoruz. Tanim
kiimesindeki topoloji kabalastikca stireklilik ozelligi azalacak ve bir yerden sonra stireklilik
saglanmayacaktir. Burada siirekliligi saglayan en kaba topoloji o topolojisinin f fonksiyonu
altindaki ongoriintiisii olacaktir.

(X, P(X))

: o topolojisinin
. [ fonksiyonu altlndakl
ongoruntisu

(X,Tk)
O

Tamim 4.2.6 X # 0, (Y;,0,)ier topolojik uzaylar ailesi, ve her i € I i¢in fi: X — Y,
olmak tizere (f;)ier fonksiyonlar ailesi verilsin. Her i € I i¢in f; fonksiyonlary sirekli
olacak sekilde X kiimesi tizerindeki en kaba topolojiyi 1 ile gdsterelim. 1 topolojisine (0;)ier
topologilerinin (f;)icr fonksiyonlar ailesine gore baslangig (izdisel) topolojisi denir. (X, )
uzayina da (Y;, 0;)ier uzaylarimn (f;)ie; fonksiyonlar ailesine gére baslangic uzayr denir.

(X, 1)
: , ;'.‘Heri el, fi:X =Y, (c)
4 \le \\(kﬂ . olacak sekilde X kiimesi
m Q . iizerinde en kaba topoloyz
(Y, 0:) (Y,0i41) (Y, o)

Uyar1 4.2.7 Bir karisiklik thtimali olmadigr strece ¢ topolosine X kumesi uzerindek:
baslangi¢c topolojisi diyecegiz.

Teorem 4.2.8 X # 0, (Y;,0)icr topolojik uzaylar ailesi ve her i € I i¢in fi: X — Y;
olmak tzere (f;)ier fonksiyonlar ailesi verilsin.

S:{AZJ CX : 326]7 aveaiv 9Aij:fi_1(v)}



ailesini alt taban kabul eden X kiimesi tizerindeki topoloji, ((Yi,0:), fi)ier ailesine karsilik
gelen X kumest uzerindeki baslangig topolojisidir.

Ispat. S ailesinin sonlu arakesitlerinin herhangi birlegimleri ile iiretilen 7(S) ailesi X
kiimesi tizerinde bir topoloji olur. Her i € I i¢in f;: X — Y; olmak iizere (f;);c; fonk-
siyonlar ailesi i¢cin X kiimesi tizerindeki topoloji ¢ olmak tizere

T(8) =17
oldugunu gosterelim. A € 7(S) olsun. Buradan
S taban,34;, € S

Aer(s) = 4= g] jDJAij> < J sonlu )
1 ARAUEY I )

N ev (i)

€y ('.'z/ltopoloji) )
€y ('.'d)ﬁpoloji))
= Acqy

= 7(8)Cvy (1)

olur. Ayrica V' € o; agik kiimesi igin S ailesinin tammindan f~(V) € S ve
f~YV) € 7(8) olacagindan her i € I igin f;: (X,7(S)) — (Vi, 0;) siirekli olur. Buradan
baglangic topolojisinin tanimindan

Y C71(S) (2)
7(S) =19

elde edilir. 0

olur. (1) ve (2) ifadelerinden

Ornek 4.2.9 X = {a,b,c,d}, Y; = {1,2} ve Y5 = {1,2,3} kiimeleri verilsin.

01 = {YL ®> {1}}

ailesi Y, kumest uzerinde bir topoloji ve

02 = {Y2’ (2)7 {1}7 {3}7 {17 3}}

ailesi Yy kiimesi tizerinde bir topoloji olsun. f1: X — Y fonksiyonu, fi(a) = 2,
fi(b) =1, filc) =1, fi(d) =2 ve fo: X = Ys fonksiyonu, fa(a) =3, f2(b) =2, falc) =1,
fo(d) = 2 olmak tizere X kiimesi tizerindeki baslangu¢ topolojisini bulalim.



Cozum: S ailesinin elemanlar1 o; ve oy ailelerinin 6ngoriintiileri olacagindan

~ v 6V
@6 ..... 2 ...Q/.é ...... (Z/CO @ ------ : Q’%
i =0 ) =0 S ({3 = {a}

A0 = X R0 = X R (L)

S = {(Z)v X, {b}> {C}> {a}’ {a7 C}}

olur. § ailesinin sonlu arakesitlerinden B ailesi ve son olarak B ailesinin iirettigi topoloji

7(8S) bulunur.
S = {0, X,{b},{c},{a},{a,c}}

sonlu
arakesit

B = {(Z)a X7 {b}, {C}7 {a’}7 {a7 C}}
herhangi
birlegim

7(8) = {0, X, {b}, {c}, {b, ¢}, {a, ¢}, {a, b}, {a, b, c}}
Sonug olarak v ailesi o1 ve o9 ailelerinin f; ve fy fonksiyonlarina gore X kiimesi iize-
rindeki basglangi¢ topolojisidir. O

Teorem 4.2.10 X # 0, (Y;,0)ier topolojik uzaylar ailesi, ve her i € I i¢in fi: X — Y;
olmak tizere (f;)ier fonksiyonlar ailesi i¢in (X, 1) baslangi¢ topolojisi olsun.

g: (Z,0) — (X,) fonksiyonunun sirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i € I igin
fiog: (Z,¢) = (Y;,0) fonksiyonunun stirekli olmasidar.

ispat.

(Z0) — 2 (X)L (Ve

Jiog /

= g: (Z,¢) — (X, 1) fonksiyonu siirekli olsun. Her i € I i¢in f; fonksiyonlar1 siirekli
oldugundan f; o g: (Z,¢) — (Y;, 0;) bilegke fonksiyonu siirekli olur.

< fiog: (Z,¢) — (Y;, 0;) bilegke fonksiyonu siirekli olsun. (X, 1) baglangig topolojisinin
taban S olmak tizere tabandaki her elemanin 6ngériintiisiiniin (Z, ¢) uzayinda agik kiime




oldugunu gosterelim. A € S olsun. Baglangi¢ uzayimnmin tabaninin tanimindan A = f=1(V)
olacak gekilde V' € o; vardir. Buradan

g (A)

([
—~
s

—_

o —~
K
N— ‘

| =
=~
=
SN—
S—

=
= g'(A)eg ..(fiog siirekli)
=

g siirekli

elde edilir. O

4.3 Carpim Topolojisi

Carpim topolojisi farkli topolojik uzaylarin elemanlarini iceren yeni bir topolojik uzayin
nasil olugturulacagim belirtir. (X, 7) ve (Y, o) iki topolojik uzay olmak tizere, X ve Y
kiimelerinin kartezyen ¢arpimi X x Y olarak gosterilir ve (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzay-
lariin acik kiimeleri yardimiyla X x Y tizerinde bir topoloji tanimlanabilir. Bu yontem ge-
nellegtirilerek bir I indis ailesi i¢in (X, 7;);e; topolojik uzaylarinin ¢arpimi i¢in tanimlanir.

Tanim 4.3.1 (X, 7;)ier topolojik uzaylar verilsin.
xX=]]x
el

carpim kumesi tzerinde her ¢ € I w¢in m;: X — X, izdisim fonksiyonlarini sturekli olacak
sekilde X kimesi dzerindeki en kaba topolojiye (X;,7;) uzaylarimin ¢arpvm topolojisi
denir ve @ ile gosterilir. (X, p) uzayina (X;, 7;) uzaylarnin ¢arpim uzays, heri € I icin
(Xi, 7;) uzayina ¢arpan uzayr denir.

Not. Baglangic uzay1 taniminda f; fonksiyonlar1 yerine 6zel olarak 7; fonksiyonlar: alinirsa
carpim topolojisi elde edildiginden carpim topolojisi baglangi¢ topolojsinin bir uygulamasi
olur. O

Ornek 4.3.2 Baslangi¢ topolojisinin alt tabans
S={A,CcX : Jiel, WVeog, >4, =f"(V)}

oldugundan f; fonksiyonlary yerine m; fonksiyonlar alinirsa, (X;,7;) uzaylarmin ¢arpim
uzayr (X, p) uwzayiman alt tabana

S:{WZI(VZ») Vien}

olur.



Sonug 4.3.3 Carpim uzayinda bir kiimenin agik kime olmast icin gerek ve yeter sart bu
kiimenin her bir izdisuminiun carpan uzaylarinda ac¢ik kiime olmasidar.

AcpeViel m(A) e

Ornek 4.3.4 (X,7) ve (Y, o) topolojik uzaylar icin (X X Y, p) carpim uzayinda agik ve
kapaly kumeler icin kriterleri verelim.

(X xY,p)

mi(4) (=) )

Acp ©m(A)er, m(A) e o
Ac¢ik ktiimenin timeleyeni kapali kiime olacagindan

Fegp ©m(F)er, m(F)e o

olur.

Ornek 4.3.5 (X1, 71) ve (X, ) topolojik uzaylar olmak tzere (X1 X Xo, ©) ¢arpvm topo-
lojisi verilsin.

o m: X1 X Xy — Xy fonksiyonu i¢in

VA € miginm'(A) = Ax X,
cp
oldugundan 7y : (X1, 1) = (X1 X Xy, ) fonksiyonu siireklidir.
o A X Ay € p agik kumesi i¢cin
m(A x Ay) = A €n
oldugundan 7 : (X1, 71) = (X1 X X, p) fonksiyonu a¢ik fonksiyon olur

Ornek 4.3.6 X = {a,b} ve Y = {u,v, 2} kiimeleri verilsin. X kiimesi tizerinde

T = {X’®> {a}}



topologisi ve Y kiumesi tizerinde
o ={Y,0,{u},{u, v}}
topologisi verilsin. X XY carpim kimest uzerindeki ¢carpim topolojisini bulalim.
Coziim: Ik olarak X x Y kiimesini yazalim.
X xY ={(a,u), (a,v), (a, 2), (b,u), (b,v), (b, z)}

Baslangig topolojisinde oldugu gibi 7 ve ¢ ailelerinin izdiigiim fonksiyonlari ile 6ngoriintiile-
rini alarak alt tabanin elemanlarini olugturalim.

« o) 6
B G o &
7Tl_l: (@) :—5@ : 7T2_1§ (@) L =10
(X)L =X XY omt o (Y) = XxY

hS
sy

C

5= {X x ¥,0.{(@ w), (@, 0). (@)} (@ w), (0.0)}, (@), (b.w), (@ 0), (0.0)]}
e N T S N S N N N

€1 €2 €3 €1 €4 €1 €4 €2 €5

S ailesinin elemanlarinin sonlu arakesitlerinden B tabanimi elde ederiz.

B={XxY,0,A B,C {(a,u)},{(a,u), (a,v)}}
ANB ANC

B ailesinin elamanlarinin herhangi birlegsiminden § alt tabammnin tirettigi topoloji 7(S)
elde edilir.

7(S) = X x Y,@,A,B,C’,AﬂB,AﬂC’,;{(a,u),(a,v),(a, z),(b,u)};

AUB

s {a,w), (a,0), (a, 2), (b, u), (b, 0)}, {(a,u), (a,0), (b, u)}

-
-~ -~

AUC (ANC)UB




Tanim 4.3.7 (X, 1) ve (Xo,7) topolojik uzaylarinin ¢arpim uzayr (X = X; X Xo, )
olsun. V.=V, x Vo C X alt kiimesi ve x = (x1,25) € X noktasv i¢inx € U =U; x Uy CV
olacak sekilde bir U € p ag¢ik kiimesi varsa V- kiumesine x noktasinin bir komsulugu denir.
V1><V2:V€19(x) = $:<$1,$2>€U:U1XUQCV
—_——
Ep
U,en s5,€U, CV;
e s29€ U, C Vs

Teorem 4.3.8 (X1, 1) ve (Xo, T2) topolojik uzaylarimin ¢arpim uzayr (X = X7 X X, )
olsun. Ay X Ay C X olmak tzere asaqidaki esitlikler saglanar.

(i) (Al X AQ)_ = Al X jg
(ii) (Al X A2)o = /il X /ig
Ispat. (i) 2 = (z1,22) € (A1 X Ay)~ i¢in
(ZEl,.TQ) S (Al X Ag)_ YV = ‘/1 X ‘/2 € ’19(55), (Al X AQ) N (Vi X Vé) 7é @_
(A x Vi) N (A x Vo) #£ 0~ ...(degistokus kurali)
A xVi#£D" ve AyxVo#0

YV, € 19(;“), A xV; 7é 0~
YV, € 19(12), Ay x Vo £ 0~

t ¢T3

3

X € A1 ve To € AQ

(.1'1,1’2) € /Il X /ig

3

oldugundan

(Al X Ag)_ = Al X A2
elde edilir.
(ii) z = (21, 22) € (A1 x Ay)° i¢in
(Il,l’Q) € (Al X AQ)O = 3JU = U1 X U2 c o, 3 (I’l,SL’Q) eUC (Al X AQ)

Upen,ry el CA

=
Us € 7o, 29 € Uy C As

o o
= 1 €A ve 1€ A

= (l’l,l’g) € Al X AQ



olur. Ayrica Ay x Ay C X igin

filCAl,/iQCAQ = filX/iQCAlXAQ ...(1‘?167’1,2267’2:>£1X£2€P)

(A1 X AQ)O kiimesi Al X A2
= (A xA)°C A xA - kiimesinin kapsadig1 en
biiytik agik kiime

(2)
olur. (1) ve (2) ifadelerinden
(Al X Ag)o = Al X AQ

esitligi elde edilir.
(Il

Ornek 4.3.9 R? dzerinde alisilmis uzay verilsin. Yani (R% 0) = (R,U) x (R,U) olsun.
(z,y) € R? noktasimin komsuluklarin inceleyelim. &1, &5, 01,05 > 0

Cozim: €1, 9,01, 00 > 0 olmak tizere

S Uy =)z —e1, 2+ 01
S Us=ly — €2,y + 02|
W
v , (z.1) 11 € UYC Vi = Vi € 0
.................... .
e i : $2€U2CV2=>V2€19(1)
— &2 .
; e
T
VixVyedy,
: (R,U) 12X V2 & Uay)
r—el x+ 6
V1><V2€19($’y)<:>‘/1€79($) A\ Vgeﬁ(y)
olmasidir. O

Ornek 4.3.10 (R, ¢) = (R,U) x (R, D) olsun. A = A, x Ay =]1,4[x]3,7] olmak tizere
A kimesinin carpim uzayinda kapanist

/I = (A1><A2)7

= (A)y % (As)p-
= [L,4]x ] —00,7]

olur.



Ornek 4.3.11 (R2, o) = (R, U) x (R, D) olsun. A = Ay x Ay =]1,4[x]3,7] olmak tizere
A kiumesinin ¢arpim uzayinda i¢i

AAO = (A1><A2)
— (A x (A2)ep
11,4[ x 0

=0

olur.



4.4 Sonuc¢ Topolojisi ve Bolim Topolojisi

Bu boliimde verilen bir fonksiyondan yararlanarak tanim kiimesi iizerindeki topolojiden
goriintii kiimesi iizerinde bir topoloji elde edecegiz. Sonrasinda bu yontemi genellestirerek
baglangi¢ topolojisinin duali olan sonug topolojisi tanimini verecegiz.

Teorem 4.4.1 f: X — Y bir fonksiyon ve 7 ailesi X kiimesi tizerinde bir topoloji olmak
uzere

oy ={BCY : f(B)er}

ailesi Y kumest uzerinde bir topoloji belirtir.
Ispat. 7. (X, 7) bir topolojik uzay oldugundan @, X € 7 ve

0 =0
) =X

oldugundan (,Y € o olur.
T5. I herhangi bir indis ailesi olmak tizere her i € [ i¢in B; € oy olsun. |JB; € of

icl
oldugunu gosterelim.
Bz‘ € of = fﬁl(BJ SE
= U 'B)er ... (T topoloji)
el
= f! (UBi) €T ... (Uf—l(BZ-) = f! (UBZ-))
iel i€l i€l
= UBi € oy
=
T3. By, By € o5 olsun. By N By € oy oldugunu gosterelim.
Bi,Byeo; = fUBy),f(By)eET
= fY(B)Nf By er ... (T topoloji)
= fYBiNBy)er o (fTYBY) N fYUBy) = f7YB1N By))

= BlmBQEUf
O

Tanim 4.4.2 f: X — Y bir fonksiyon ve 7 ailesi X kumesi tizerinde bir topoloji olmak
tzere Y kumest uzerindek:

of={BCY : f4B)er}

topolojisine identifikasyon topolojist, (Y, o) uzayina (X, ) uzayimin identifikasyon
uzayr, [ : (X, 7) — (Y,0p) donisimine identifikasyon donisimi denir.



Uyar: 4.4.3 (X, 7) topolojik uzay ve Y kiimesi tizerinde
of={BCY : f4B)er}
topolojisi olmak tzere f : (X, 7) — (Y, 0) fonksiyonu verilsin. Bu durumda;
o f ortendir.
o 7 topolojisi degistikce oy ailest degisir.
o f fonksiyonunun tanima degistikce oy ailesi degisir.

e her B € o agik kimesi i¢in f~1(B) € T oldugundan f : (X,7) — (Y, 0;) fonksiyonu
sureklidir.

Ornek 4.4.4 X = {1,2,3} kiimesi dizerinde T = {X,0,{1},{1,2},{1,3}} topolojisi ve
Y = {a,b} kimesi tzerinde o = {Y,0,{a}} topolojisi verilsin.

e f: X =Y, f(1)=a, f(2) =0, f(3) =a olmak tizere
fly=0er
ff')y=Xer

f{ah) ={13}er

oldugundan f identifikasyon donisumi olur.

e g: X =Y, g(1) =0, g(2) =a, g(3) = a olmak tizere

g ({a})={2} ¢
oldugundan g identifikasyon donisumi olmaz.
Teorem 4.4.5 (X, 7) topolojik uzay ve Y kiimesi tizerinde
op={BCY : fYB)er}
topolojisi olmak izere f: (X, 7) — (Y, 0) sirekli bir fonksiyon ise
oCoy

olur.



ispat. B € o olsun. Buradan

Beo = fYB)er ..(f stirekli)
= Acoy ...(c tamimindan)
= o0 Coy

elde edilir.

(Y, 0)
<)

l Ff’(c)_\ Beo
fiB)er [ (Y,o7)
B e of

Sonug 4.4.6 (X, 7) topolojik uzay ve Y kiimesi tizerinde
op={BCY : fY(B)er}

topolojisi olmak tzere f : X — Y fonksiyonu sirekli olacak sekilde Y kimesi tzerinde
tanimlanabilecek en ince topologi oy topolojisidir.

Not. [ : (X,7) = (V,{0,Y}) fonksiyonunun her zaman siirekli oldugunu biliyoruz.
Gortnti kiimesindeki topoloji inceldikce stireklilik 6zelligi azalacak ve bir yerden sonra
streklilik saglanmayacaktir. Burada siirekliligi saglayan en ince topoloji oy topolojisi
olacaktir.

(X,7) () v {0.¥))
: M

(Yv Uj)

A




O

Tanim 4.4.7 (X;,7;)ier topolojik uzaylar ailesi, ve her i € I i¢in f;: X; — Y olmak dzere
(fi)ier fonksiyonlar ailesi verilsin. Her i € I i¢in f; fonksiyonlar sirekli olacak sekilde Y
kiimesi tzerindeki en ince topolojiyi V ile gdsterelim. V topolojisine (7;);cr topolojilerinin
(fi)ier fonksiyonlar ailesine gére sonug¢ topolojisi denir. (Y,V) uzayina da (X;, 7;)ier
uzaylarimn (f;)ier fonksiyonlar ailesine gore sonu¢ uzayr denir.

(X, m) (X, Tig1) (X, 7%)

f' fi-‘,—l fk cLRRRR R R T T R TR R R LT L PRPRRPPPPPP .
’ {Her iel, fi: Xy =Y, (c):

(Y,07) . olacak sekilde Y kimes:
( w : tizerinde en ince topoloji

Sonug 4.4.8 V topolojisi ((X;, 7:), [i)ier ailesine karsilik gelen sonug topolojisi olmak tizere

(i.) Heri e I icin fi: (X;, 1) — (Y, V) fonksiyonu stireklidir.
(ii.) Heri € I i¢in f;: (X;, 1) — (Y, 0) fonksiyonu strekli ise o0 C V' olur.

Sonug 4.4.9 (X;,7;)icr topolojik uzaylar ailesi, ve her i € I i¢in fi: X; — Y, (fi)ier
fonksiyonlar ailesi ve (Y, V) sonug topolojisi olmak tizere

i)BCY, BeVvsayvicl, ff'(B)er
i) FCY, FeVtevicl, f71(F) €1 ifadeleri saglanar.

Teorem 4.4.10 (X, 7;)ier topolojik uzaylar ailesi, ve her i € I i¢in f;: X; — Y olmak
tzere (fi)icr fonksiyonlar ailesi verilsin. (Y, V) sonug topolojisi olsun.

g: (Y,V) — (Z,¢) fonksiyonunun sirekli olmas i¢in gerek ve yeter sart her i € I igin
go fi: (Xi, 1) = (Z,0) fonksiyonunun sirekli olmasidur.

ispat.

Ji g
(Xi,7) (Y, V) (Z,9)

go fi /

= ¢g: (Y,V) — (Z,¢) fonksiyonu siirekli olsun. Her ¢ € [ igin f; fonksiyonlar1 siirekli
oldugundan g o f;: (X;,7;) — (Z, ¢) bilegke fonksiyonu siirekli olur.




< go fit (Xi, 1) = (Z,¢) bileske fonksiyonu siirekli olsun. A € ¢ olsun. Buradan

Acp = (gof) ' (A)en ..(go f siirekli)
= [l (A)ern
= g'(A)eV
= ¢ strekli
elde edilir. 0

Tanim 4.4.11 (X, 1) topolojik uzay ve X kiimesi tizerinde R bir denklik bagintisy olmak

uzere
p: X — X/R

z = )=z
bolim dontstumd (kanonik izdisimi) sirekli olacak sekilde X/R kiimesi tzerindeki
en ince topolojiye bélim topologisi denir ve R ile gosterilir. (X, X/R) uzayma (X, 1)
uzayrmn R bagintisina gore bolim uzayr denir.

Not. Sonu¢ uzayi taniminda f; fonksiyonlar:i yerine o6zel olarak ¢ kanonik izdiigtimleri
aliirsa boliim topolojisi elde edildiginden boliim topolojisi sonug topolojsinin bir uygula-
masi olur. O

Teorem 4.4.12 (X, 7) topolojik uzay ve X kimesi tizerinde R bir denklik bagintisi olmak
tizere (X, X/R) bolim uzayr i¢in asagidaki ifadeler saglanar.

(l)UCX/R, UeRe o N (U)er
i) FCX/R, UeR & ¢ }(F) e



Dizin

7— acgik kiime,
T—kapali kiime,

alt limit topolojisi,
alt taban,

alt toplamecilik,

alt uzay,

alisilmig metrik,
alisilmis topoloji,
alisilmig uzay,

ayrik olmayan topoloji,
ayrik olmayan uzay,
ayrik topoloji,

ayrik uzay,

acik aralik,

acik fonksiyon, 163
acik komsuluk,

acik kiime,

aciklar aksiyomlar: ,

baslangic topolojisi,
baslangic uzayi,
bijeksiyon, [9]

birebir fonksiyon,
birinci sayilabilir uzay,
boliim topolojisi, [190
boliim uzayi, [190

carpan uzayl, [I80]

carpim topolojisi, [180)
carpim uzayi, [I80]

Cech kapanis operatori, m

daha ince topoloji,
daha kaba topoloji,

191

deger kiimesi,
degme noktast,
dolayl ispat, [0]
dig nokta,

Euler karakteristigi,

Fo,
F,-kiimesi,

fonksiyonunun goriintiisii,

G§7 @
Gs-kiimesi,

goriintii kiimesi,

her noktada stireklilik,
heryerde yogun kiime, (135
hicbir yerde yogun degil,
homeomorf,

homeomorf uzaylar, [162]
homeomorfizm,

identifikasyon dontigiimii, [186
identifikasyon topolojisi, [186
identifikasyon uzayi, [186)
ikinci sayilabilir uzay,
indirgenen alt uzay,
injektif fonksiyon,

izole nokta,

izole noktalar1 kiimesi, {115

i¢ nokta,

kaba topoloji,
kaba uzay,
kalitsal ozellik,



kapal aralik,

kapali fonksiyon, [163

kapali komsuluk,

kapali kiime,

kapalilar aksiyomlari,
kapanig noktas,

kendi iginde yogun kiime, [135
komsuluk,

sag 1s1n uzayl,

Sierpinski uzayi,

sol tersinir fonksiyon,

sol 151n topolojisi,

sol 151n uzayn,

soldan acik sagdan kapali yar1 acik,
soldan kapali sagdan acik yar1 acik,
sonlu tiimleyen topolojisi,

komsguluk aksiyomlari,
komguluklar ailesi,

komsuluklar tabana,

Kuratowski kapanig aksiyomlari, [I69]
Kuratowski kapanig operatorii, (169
kiimenin dis1,

kiimenin ici,

kiimenin kapanisi,

kiimenin simiri,

monoton, [I69]

Moore kapanig operatorii,
miitkemmel kiime, [116

n-kiire,
nefes alma alani,

oklidyen metrik,
olmayana ergi, []

sayilabilir tiimleyen topolojisi,
sag tersinir fonksiyon,
sag 151n topolojisi,

sonsuz acgik aralik,
sonsuz kapali aralik,
sonug topolojisi, [189
sonug uzayi, [I89
standart metrik,
standart topoloji,
siirekli fonksiyon, [144
stirjektif fonksiyon,

tanim kiimesi,
tersinir fonksiyon,
topoloji tabani,
topolojik uzay,
topolojik ozellik,

topolojinin 6ngoriintisi, [175

tiirev kiimeleri, [120]

yogun kiime, [135

yigilma noktalar1 kiimesi, [102

yigilma noktasi, [L02

orten fonksiyon,
ust limit topolojisi,
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